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V^Jueste Ricerche formano parte delle 
. Lezioni di Analisi Sublime , che ora 
più , ora meno estesamente spiegar suole 
l’Autore a 1 suoi Scolari. L’applicazione 
dell’ Analisi Infinitesimale a varj Problemi 
interessanti di Fisica è un oggetto princi- . 
pale di tali Lezioni, ed occupa la maggior 
parte di questo Libretto . Si pubblicano 
colle stampe questi Articoli per ovvia- 
re agli inconvenienti inevitabili della det- v' 

tatura . 
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ARTICOLO. I. 

Sopra il modo di elevare un polinomio qualunque a- 
qualsivoglia potestà ; di assegnare il logori^ 
polinomio ; e di scoprire la relazione fra 
de' termini di qualunque equazione , e 
delle sue radici . 



1 . Jb ra i Geometri , che hanno trattato il Problema 
Hi innalzare qualsivoglia dato polinomio a-\-bx- f- 
cx 3 - — |— 8JC 2 -i-jfx s ec. a qualunque potenza 

n, niuno , eh’ io sappia, ha assegnata la legge, con 
cui progrediscono i coefficienti di ciascun termine 
della potestà sviluppata , ed il solo Giacopo Ber- 
noulli, che nelle sue miscellanee postume , aggiunte 
al secondo tomo delle sue Opere N. CHI., maneg- 
gia questo Problema, nella seconda soluzione , che 
egli ne reca , propone la legge de’ predetti coeffi.. 
cienti . Ma una tal legge manca di quell’ eleganza 
e semplicità , a cui può essere facilmente ridotta , 
ed è altronde appoggiata a ripetute integrazioni, che 
possono comodamente evitarsi. • ' * 

Ecco pertanto una soluzione semplicissima di 
un tal Problema, dedotta colla maggior facilità dall’ 
uso il più ovvio del solo Calcolo Differenziale . 

Stabilisco f equazione ( a -+- bx -+- cx z 8x 3 -4- 
ex 4r -+• fx s gx 6 -f- ec. )" s=s A-.rb-Bx •+• Cx z -t- 
Dx 3 -+- Ex* -f- Fx f -f- Gx e -+- ec. , e cerco la legge 
de’ coefficienti A , B , C ec, Prendo il differenziale 
logaritmico dell’uno e l’altro membro dcll’equazio 
ife , e dividendo tutto per dx ottengo 



7i(6-4-2cx-f- iSv a H-4f** -4 - < jfx* -\-6 g x* -1- ec . ) 

> a + k + ^4- Sx 3 + ex* -f-/x' -+-gx 6 -+• cc. 

B -+- aCx- 4 - 3 Dx a -H 4 £x 3 -4- 5 ^ 4 - 4 - 6 gx* -4- ec. 
^^-Bxh-Cx^ i)x 3 -t- Ex* -+• Fx' 4- Gx* -+- ec. [ 
Ora moltiplico in croce , ed in ambedue 1 membri 
dell’ equazione ordino i termini secondo le potenze 
di x, come segue 

nbA-4-incAx-\-3niAx 1 ~\-4ncAx 3 -\-* t nfAx*-\-(>ngAx' . . . 

-H ubBx •+■ 2?jcBx 2 + 3niBx*-b-4neBx*-h5nfBx s . . . 

-4- nbCx 3, -4- 2 n(Cx 3 «+- 3«8Cx*'+*4 w *C Jcf • • • 
-4- nbDx 3 -t-ìncDx^-t-iniDx f . . . 

nbEx 4 - 4 - tncEx^ . . ■ 

■ | ■ nbEx # * » 
ec. 

s= aB «4- iaCx- 4 ~ }aDx 2 - 4 - 4 aEx 3 - 4 r ^aFx*-+" 6 aGx 5 . , . 
-4- bBx -4- nbCx 3 •+■ 3 bDx 3 - 4 - 4 bEx* - 4 - $bFx s . . . 

cBx z H- a cCx 3 -4- 3 cDx* -+~ 4cEx* . • . 
-4- iBx 3 -4-2 SCx* -4-38 Dx* . • • 
-4- cBx* -4- 2 eCx f . , • 
-4- fBx 1 . . ; 


ec. 

Ciò fatto paragona i termini corrispondenti dt 
quest’ equazione , cioè quelli , che contengono, la 
medesima potenza di x, e da questo paragone rica* 
vo immediatamente le seguenti determinazioni 

a 

g zr.cA -4-(n — 1 )bB 


za 

jnÌA - 4 - ( an — 1 )cB -4- ( n — z)bC 
%a 

4 ne A - 4 - ( %rt — ;) S B - 4 “ (2 n — 2 ) cC-4~( n-~j)bD 

■ ■ ■ ■ 1 ■ — 1 — 1 ■ 1 1 ■ ■ ■■■ ~ • 

'■> . 40 

infAb(4n—i)eB-Hw--z)S0+(2n-ì)cD-i-(n—4')bE ' i 

: V* 

6 o ^ 6^4-(st?-iyg + C4^-2VC-4-C^-1)>^K«"~4)cF+(n-s)l>^ . 

6a 


3?D = 

4 ?E = 
5?F: 


ec. 



'c > 
t\V " 


►r*~ 


pigitized 


La legge di questi coefficienti indeterminati è 
delle piu semplici ed evidenti , che possano deside- 
rarsi , e basta conoscere il primo A per venire im- 
mediatamente in cognizione di tutti gli altri, il pri. 
mo poi si determina mediante l’equazione assunta 
da principio , dalla quale , supposto ar = o , si ri- 
cava subito A zs a* . Dunque ec. 

• . a. Con un procedere affatto simile si conver- 
te in una serie ordinata secondo le potenze di x il 
logaritmo del polinomio a -+- bx ex 2 -+- -f- 

‘x'-hfx* *+- -+- ec. Per ciò assumo l’equa- 

zione log. (a •+• bx -f- ex 2 -+- 8x 3 +«' + fx‘ -+. 
S x f H~ ec> ) = A •+• Bx -+- Cx z -f- Dx* -f- Ex 4 -f- 
Fx f -f- Gx s -j- ec. Il differenziale di essa , diviso 
per d x mi dà . . 

- 5 /** -+. 6gx* -i- ec. „ , 
a bx + c.v a -+- Jis -f- e 5 -+-£*« -q-ec. — 

i Dx * -+■ 4 Ex 3 -f- sF * 4 -f- 60x 1 -+- ec. Moli 
ti pi ico ora pel denominatore, ed ordinando i termi- 
ni relativamente alle potenze di x ritrovo la se- 
guente equazione : 

*B-+-iaCx-+3aDx 1 --i-4aEx 3 -{-SaFx 4 '-i- 6aGx ! . 

-+- f>Bx-^ibCx r ^- i bDx ì -^^bEx*'-^ ìbFx‘ . 

• -+- cBx 2 -^icCx 3 -^^cDx*-+- +cEx l . 

-4- 8Bx 3 -i- . 

-+* eBx 4 '-F-ieCx i . 

•+* fBx' . 

i ec. 

g 5 b ■+: 1CX H- 3^ 2 -f- 4ex* -q- 5 \fx* + 6gx* 

11 confronto de’ termini omologi , ossia contenen- 
ti la medesima potenza di x mi dà le seeuenti de- 
terminazioni 

i? B ss. — . 


i? C = 


»C—bB 


2 a 


D ss 


— ibC~ cB 


g 


a r 4? — 3ÌD — ìc C — 8 B 

4- -C — 


♦a 


o jp 3/ — 4^ — 3<rD — » 2 IC-r-eS 

3. _ 


6° G. = 


_ 6g-r-}bF — i,cE — 3$D — itC — fB 


6q. 


Ritrovo poi il primo coefficiente A , che man- 
ca nelle precedenti determinazioni, con fare x=o 
nell’ equazione da principio supposta, con che mi 
viene subito A = log. a , e così tutto resta deter- 
minato . 

3. Con un metodo analogo a questo si può 
speditamente dimostrare il formoso teoreqia di New- 
ton intorno alla relazione , che passa fra i coeffi- 
cienti d’ una qualunque equazione , e la somma del- 
le potenze delie radici di detta equazione . 1 

Sia p = a — ■ bx 4- ex a — ex* 4-/jc*-—ga :* 4 - ec. 
00 un’ equazione di qualsivoglia grado , e le sue 
radici siano /> , 9 , r , ec. , per modo clie sia per la 
teoria delle equazioni a — bx -+- ex 1 —r ex * -+- ec. 

=«(-f)C‘-f) (■—*)•• •'•••<*)• 


bx — ex 3 - 


ex* 


ec. 


py \ q 

Dividendo per a nasce 1 — 

= ■■■ ■ Pre ” d '* 

i logaritmi da una parte e dall’ altra , ed ho ... • 
, / bx — ex*. 4 - ex* — ec. \ , f x\ 

,o «- ( — ^ 

4- log. ^ 1 — — ^ 4- log. ^ 1 — 4- ec. Ora si 

<J a 1 z 3 Z+ 

sa , che log. ( 1-— z ) =s — z — — — — — — 

s 1 * ♦ 

— — — r ec. Avremo dunque log. (-?)* 

log. ^ 1 — — ) -4- log. ^ i — 4- ec. = ( Qrdi- 

■ando i termini secondo le potenze di x ) 
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— - x ( — H -h h-ec. ) 

\ p q r J 

X V t , I , I , \ 

— — ( 4 + \ •+• 4 ■+■ cc - ) 

5 V r 3 J 


cc. 


5= %. ( I - 


bx — ex 2 -4- ex’ — cc, 


bx — *• 


ex 


■ ex-* 


- ^ . Pongo 
-J'xzAx-^-Bx 2 - 


ec. 


co. 


ec. 


— ■ log. ( i- 

C** -+- Dx* -4- Ex* -f- cc. (0) , e dovendo essere 
identici i due valori di questo logaritmo , il para* 
gone de* termini omologi dà le equazioni 

A ee — 4* - — -4- — —4“ cc. 

p q r 

2B— 1 + 4 + -4 

p 2 - q* r 1 

3 C = - } 4-- 3 + 

p 3 q 3 r 3 

4 D=-L -f- ± -h\ 

P 9* r 

ec. 

Differenziando poi l’equazione assunta (0), 

videndo per dx si ottiene 

b — 2 ex -4- 3 ex 1 — 4 f x 3 - 4- Vf* 4 — ec. _ A . l£x 
a — bx -J- ex 3 — ex 3 -4 -fx* — gx* -4- cc. 

-4- 3 Cx 1 -4- 4Dx j -4- 3ÌÙ* -4- 6Fx * -4- ec. Moltipli- 
co tutto pel denominatore , ordino i termini secon- 
do le potenze di e trovo l’equazione 
b — icx -4- ^tx 3 - — 4 fx 3 -4- ìgx* — 6 bx* -4-ec. = 
aA-bAx-^cAx 1 — . cAx 3 -4- fAx * — gAx* 

-4 -laBx — zbBx 2 -ì~ic Bx 3 — zeBx^A-ifBx * 

•+-3 aCx 3, — )bCx 3 -\-3cCx* — 3eCx* 

-4-4 aDx 3 — ^bDx'-i-qcDx* 
-{-jaEx' — ì bEx * 
•+-6aFx* 
b cc. 


di- 
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I! paragone de’ termini omologi mi presenta le 
seguenti determinazioni t 

.• A=±. 

a 

2 ® iB = Ab —™. 

a 

3 ° jC = 1 Bb — Ac^~ 

CL * 

4 o *Cb — 1 R e -f- Ae — 4/ 

a 

^ o ^ £ . 4 Db — 3 Cc -4- — * Af ^ 

a 

(.0 ^ Eb—~ 4DC •+- %Ce —2tìf Ag —6I1 

ec. ' 

Per conoscere immantinente, che queste deter- 
minazioni sono appunto quelle , che ci offre il teo- 
rema di Newton , basta cangiare le radici della pro- 
posta equazione (A) nelle sue reciproche con fare 

y — ^t con c he la detta equazione, supposta di 

grado n, si trasforma in quest’ altra ay n —by l ~ l - f. 
cy n 1 —ey n i -*-fy H ~* — gy t ~~' > + ec. =r o , e 
dividendo per a , y’ 1 — ^ y K “~ l - f — £_ y l ~’ 2 - _ 

»- 3 


e 

— y 

a. 


a a 

ec. = o , nella quale la somma delle 


radici sara — -4— — — -L. -f- ec. 22 A , la som- 
P q r 

ma de’ quadrati di quelle sarà i H ^4 5-4- 

P q*~- r* 

cc. — 2B , la somma de’ cubi — — f- - 1 — (- -i- -4- 

p 3 q 3 r 3 

ec. — 3 C, e così discorrendo ; siccome — « — è il 

a 

coefficente del secondo termine dell’ equazione , ~ 
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i] cocfficcnte del terio termine , — — il cocfficert- 

a 

te del quarto , ec. Con ciò si rende manifesto , che 
le precedenti determinazioni coincidono perfettamente 
con quelle di Newton . 

4. Non voglio tralasciare di riportar qui una 
nuova dimostrazione di tal teorema , pubblicota da 
Eulero poco prima della sua morie nella sua ulti- 
ma opera , cioè nel primo tomo de’ suoi Opuscoli 
Analitici stampati in Pietroburgo nel 178} , dima, 
strazione , che per una certa sua novità e singolari- 
tk merita la considerazione de’ Geometri . Egli pro- 
pone la formula i-+*Az +-Bz 2 ‘+-Cz 3 -+ Dz*-+-Ez s -+• 
cc. come un prodotto dei fattori i-t-**, 1 -f • fa , 
> H- yz , 1 •+- 8z , 1 -+- « , ec. , e cerca la somma 
delle potenze di 8 ec. 

A tal effetto , egli stabilisce per maggior bre- 
vità le seguenti equazioni: 

P =5= « — f- $ -+- y -+- 8 -f- e -+- ec. 
jQ.= « z -+-^ 2 -h 7 2 -HÌ' 2 H- £Ì + cc. 

R — a J -+ 4 - 7 , -f- 8 3 -t-€ 3 -f- cc. 

S = 4 h- ec. 

ec. 

Tutto adunque si riduce a ritrovare i valori di 
P , Q, R , S , ec. dati per A , B , C , D , ec. Ora 
egli è evidente, 1° che P dipende unicamente da 
A, essendo visibilmente Pz=.A\ 2® che non 

può dipendere se non da A e tì , perchè i prodot- 

ti di tre lettere a , ^ , 7 , 8 , « , cc. restano esclusi 
dalla determinazione de' quadrati; 3° che R dipen- 
de dalle tre sole quantità A , B , C , perchè i pro- 
dotti di quattro lettere x , |5 , ec. sono esclusi dalla 
formazione de’ cubi; così S dipende dalle quattro 
sole quantità A , B , C , D . Lo stesso dicasi del 
resto . Fissata questa legge di dipendenza delle let- 
tere P , j£, R , S , ec. dalle altre A , B , C , D , 

ec. , si potià sempre trovare la lettera P in quello 


Il 

stesso modo che se fosse data la sola formola i *4* 
Az , e fossero svaniti gli altri/coefficienti B , C , 
D , ec. Ma i -+• Az non può avere che un solo 
fattore della forma i-t-rrz, ed in queste circostanze 
il significato della lettera P importa , che sia P = 

a . Posto poi i -f* az = o , ovvero z ~ — ~ , 
dovrà essere anche i-\- Az — Q , e conseguentemen- 
te i — — se: o , oppure a = A , che dà subito 

1“ P = A, come già altronde è noto. 

Inoltre la lettera Q si determina nella stessa ma- 
niera , come se fosse data la sola formola i-f -Az-^r- 
Bz 2 essendosi annullati tutti i termini susseguenti . 
E siccome questa formola ha due fattori della forma 
ì -4-az , ed i -j- bz , sarà quindi P = a -4- b , e 
Q=.a 2 -\-b 2 . Fatto poi ì ■+ ax±=o , ossia i. r=z 

— , nasce i -h Az -+- Bzz = o , e in conseguen» 

a ' A B 

za i — . — — o. ovvero ci 2 —Aa-\-Bzz*o . 

a a 2 

In egual modo si ottiene , mediante l’ altro fatto- 
re 1-4 -bz uguagliato a zero, l’equazione b 1 — * 
Ab + 5 = 0, la quale aggiunta alla precedente 
dà a 2 ~\-b 2 — ( n-4- b)A-\- iB = o , e sostituendo 
P , e JQ , abbiamo £? — AP -+* ifi = o; e di qui 
li®. Q =AP — *B. 

. Parimente il valore di R si ritrova per mezzo 

della formula cubica i -4- Az 4- Bz 2 -+- Cz 3 , la 
quale si pone = (l-4 - «)(*■+* 
onde abbiasi P = a -4- b + c i a 2 b 2 -4- 

c z , ed R — a 3 -4- b 3 4- c 3 . In tal supposto , le 

. . i i i 

tre sostituzioni z = — — > r , t — r 

a b '■ 

danno le tre equazioni a 3 — Aa z -{-Ba — C=o ; 

b 3 —Ab 2 -\-Bb—C — o;c 3 —Ac 2 -±-Bc — C = o, 
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la somma delle quali è R • — AQ-t" B P — j C o , 

e conseguentemente III a . R = AQ— BP-i-}C . 

Così il valore di 5 si ricava dalla forinola i-f- 
Az -4- Bzz -4- Cz s + D« , =:(i -4- az ) ( 1 •+■ bz ) 
( 1 + a)(i + iO> dove ha P = a -4- b -4- 

c -f- d ; 0.=. a* ->r b 1 c 1 A* ; Ji — a 1 ~+- b 3 -+• 

c ? d 3 ; S = a* + b* -4- c 4, -+• d 4 ; e le sostituzioni 



no le quattro equazioni 

a* — Aa 3 -4- Ba x — Cu -4- D = o , 

Ab 3 -hBb* — Cb^-D == o . 
c 4 — yfc 3 -+- /^c z — Cc + D = o , 
ii* — • i4<i* — f" Bii z “• Ci 4" D o | 

La somma di queste è S — AR -4- .#,£) — CP-f- 
4£> = o, e quindi abbiamo IV* SzzzAR— BQ_-i- 
CP — *D. 

Di qui si scorge la legge , con cui procedono 
le somme delle più alte potenze , cioè T , V , X , 
ec. , vale a dire 
P — Ai 

Q = AP 1B ; , • 

R = AQ— BP+iC; 

S = AR — B£) -4- CP — 4D; 

T = AS — BR+ CQ — DP -f- lE; 

V =AT— BS CR — D£-4- EP — 6 F; 
X=.AV — BT^Pr CS — - DR -+- EQ — FP -f- 7 (7 . 
ec. 
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ARTICOLO II. 

Sopra le Concoidi. 

5. Siccome in nessun trattato di Calcolo Integra- 
le , per quelle che io sappia , ( a riserva di Gio- 
Bernoulli nel tomo III. delle sue Opere pag. 400., 
dove considera la sola specie della Concoide che 
ha perduto il suo nodo , e ne dà la quadratura 
mediante la descrizione dell’ iperboht , e del Sig- 
Ab. Marie, che nelle sue Lezioni §. 909. si vale 
per quadrare questa curva della sua equazione pola- 
re , e non dell’ equazione all’asse) si ritrova la qua- 
dratura della Concoide di Nicomede , e per altra 
parte una tal quadrata™ ha la particolarità assai 
singolare di dipendere nel tempo stesso dalla qua- 
dratura del cerchio e da quella dell’ iperbola , ho 
stimato non inutile d' intraprender questa ricerca in 
grazia degli studiosi dell’Anàlisi Sublime, ai quali 
la cognizione delle proprietà d’una curva tanto fa. 
mosa non sarà inotile o discara. 

I. 6. Se due rette AB , EF ( Fig. 1 . )■ si tagliano 
perpendicolarmente in D ; e da un dato punto C 
preso sulla retta AB si guida una retta jNM for. 
mante con AB un angolo indeterminato MCB , e 
che taglia in G la EF , ed in questa retta si pren- 
dono sempre le porzioni eguali GAf , GN di qua e 
di là del punto G-, con tal procedere, tutti i punti 
M ed N vengono a descrivere la curva chiamata 
dal suo inventore Concoide di Nicomede . La retta 
indefinita EF si nomina l’asse, e dagli antichi la 
diiettrice della Concoide , < Q si chiama il sue 
polo . 
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7. Pongasi AD — DB =3 M G ~ GM = b , e 
CD = a ; inoltre CP = u,PM = y, e l’angolo 
PCM = <p . Sarà dunque GM = CG -+- GJ/ = 

n tee. <p -+- £ = V ( «« ) • Ma #a«£. <p = ^ ; e 

«c. (p = y/ ( 1 -f- <p 2 ) = V . ( - ; dun. 

que avremo V (««-+-») = a -4- b , 

e trasponendo e quadrando ( « — a ) 2 ( uu H-yy ) 

= W«h , e quindi » = ( u— fl ) 2 ~ »"■ ^ u * 

equazione dà a divedere , che la Concoide à una 
linea del quart* ordine. 

8. Faccio ora DP = x — CP — CD ■=. u a -, 
e l’ equazione precedente si cangia in yy =: . . . • 


(b 1 — x z ) ( a-f- x ) 2 


, e quindi y ss 


k±^V(^ — * 2 ). Lo spazio BPM sarà dunque = 

j'—yix— —x z ) r= f- 

dx V (P— * 2 )+ yl ^ V C * a - a: 2 ). Se presen- 
temente per integrare queste formole si facesse al 
solito la sostituzione ^(_b z — x z )=sb—~xz per 
togliere 1’ irrazionalità , 1’ integrazione riuscirebbe 
lunga e laboriosa; e per risparmiare questa fatica 
basta sostituire y/(b z — x 2 ) = xz, che facilita il 
calcolo ancorché non faccia sparire l'irrazionalità . 

Con ciò sarà b z — - jc 2 ; x — r 

K(t -h* 2 ) 

dx = - Z -r i VC * 1 -* 1 ) = ~ 


(1 


■ 


conseguentemente ^x V ( b z — x z ) = — - 


b z z z dz 


C 1-I-2 2 ) 


2 \2 » 
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ed inoltre V ( ^ z — ’ x 1 ) = “* - Perire- 

chè . 

Per integrare queste due formole ricorro al teorema 
r * P dz 8 p-m- f-t 


y '» x^dx s" ' 

— . =r — , ■ — ■ 

(a -+- bz m f ( q — i )mb{_a bz m ) q ‘ 

j) — m -Hi /° 2 P~ m dx 

+ (i=I ySJ do " 11 P aca « 0 "' 

jj^zpdà /)=r ,q—Z,a—i,b=i,mz=u ond’c 

y ~* 3_ A f* dz 

( i -+-Z*) 1 2(«-*-a a ) + Vi + 2? ^ 

+ i • Arc - tan Z' * ’ cioè br f[^r?? ~ 


b z x ' 

— a(ÌH- 2 ^) "*■ * ^ *»»£• * • 

9 - Dal paragone poi del predetto teorema coll* 

/"* d'2! 

altra forinola / y, diventando j=s|, e tut- 

^ O-f-s 1 ) 1 

to il resto stando come prima, avremo 

= _ » l. r. «*« . _ * 

. / * /• *+ t^( 1 4- a 2 ) \ 2 

a-f-k't 1 H-2 2 ) / 

■+■ /<>£• [* H- V C * •+■ 2 2 )] . c però ab C - — 2 d - z - — y 

= — TtS-^) -f-* 2 )] • 
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nln 


laonde si avrà J'—yd *. :=:■ 


b 2 1 


„ 2(l-*r2 a ) (/(.l-j-3 2 ) 

ab log. [*-H Y ( i -f-z 2 )] -+- i b 2 Are. tang. z -+- Cast. 

\Z(b z —x z ) ; 4% b 


» V ( 1 *+* z 2 ) = 


E siccome z = 

sarà perciò J — ydx = — \ x\/ ( b 2 — at 2 ) 

» fitV i » 


« V ( b 2 — * 2 ) -{- ab log. £— 
, I L2 j... ..... v(b'—± 2 } 


^H-v/(F_x 2 ) 


]• 


■+■ ì b z Are, taug. -^—~ x — — - senza Costante , perchè 

svanisce Io spazio BPM allorché x-=.b . Dunque 
BBM = b 2 — x 2 ) . 

•+• i b 2 . Are. tang. + ab /q? . b ±^Er ^) . 

Dunque la quadratura della Concoide involge la 
quadratura, d uno spazio rettilineo , la quadratura 
del cerchio, e la quadratura dell’ iperbola . 

io.Il D’ Alembert nell 'Art. Concoide dell'Enci- 
clopedia dice essersi negato da alcuni , che lo spa- 
zio concoidale asintotico infinitamente lungo BDFM * 
sia di valore infinito, e per dimostrarlo tale, egli 
adduce una ragione , che non si comprende se non 
con risolvere il problema della sua quadratura , tra- 
scurato quivi dal D’ Alembert. IVTa la nostra espres- 
sione ci mostra subito il valore infinito di questo 
spazio facendo x z=z o , nel qual caso diventa 
BDFM' c= — ab -+■ \b 2 x Quadrante ■+• ab log. oo 
exz oo . 

1 1 . Si ottiene questa quadratura anche facendo 
uso dell equazione polare della Concoide ; avvegna- 
ché posto il raggio vettore CM-=zr , si ha subito 

T = a sec. <p -+• b rcr •+• b , che è l’equazione 
polare . Ora lo spazio CBM = ijrrdtp = . , . . 


t 


>s 


5 / ( +■ 1 y i<f = *■ ii ^ at f^ 

£ a 2 flA^— — i^ 2 cp-f- \a 2 tang.C?-+-ab CAHL. . Os- 
J cos.sp 2 - 1 T J cos. 9 


servi 


vo , che la forinola A 1 ?— = 'ftP - f — = . . . . 

cos. <p cos. <p z 
dsen.ty $d.>en.<p f d- seti O 

C j sai. <p ) ( i — sen. 9 ) I -f-rr/i. 9 1 — sai. 9 


c co 


:onsegucntemcnte (A 0 — — ìlog. ( 1 -+- sen. 9 ) 
J cos. 9 

ir r * \ , „ » l - 4 - se>u ® 

— i log. f 1 — sen. 9 ) = log. 1 / = 

ù v T ' “ri — sai. 9 

log. tang. ( 45 0 H- i 9) . Laonde avremo J Jrrdqi =r 


$ il 2 tang. 9 -+- i b 2 q> -f- ab log, tang. (4^° -f- £ 9 ) sen- 
za costante, perchè insieme coll’angolo 9 svanisce 
cosi lo spazio concoidalc CBM come l’ integrale 
trovato . 

12. Se ora da questo valore dell’ aja CBAf= 
\ a 2 tang. 9 -+- f b 2 9 - 4 - ab log. tang. ( 4^° -+■ i 9 ) 
si rottrae il triangolo CDG ~ ì a 2 tang. 9 , si avrà 
1 ’ aja GDEM “ | b 2 9 -4 -ab log. tang. ( 4 S° *+* i 9 ) • 

13. E se dalla stessa aja CBM si leva il trian- 

golo CPM =2 CP.PMzz:f[a-i-b cos. a> ) ( -- - 1 ? 
0 r cos. 9 

-+- b sen. 9) = 2 a 2 lang.g>-t-ab sen. ®-t- £ b 2 sen. 9 cox.9, 
rimane lo spazio concoidale B PM = * b 2 9 -+- 
ab log. tang. ( 45 0 -+- i 9 ) — ab sen. 9 — - £ b 2 sen. 2 9. 

14. Di qui apparisce, che per avere tutto lo 
spazio asintotico BDFM' basta fare 9=90°, ed 
allora I’ espressione ritrovata sì cangia in * b 2 X 
igiiadrante ab -4- ab log. 20 , come appunto si è 
ritrovato mediante 1' equazione delle coordinate all’ 
asse . 


t^. Per quadrare l’altro spazio asintotico 
CDG’N'i si conducano le due rette infinitamente 
vicine CG ' , Cg , che tagliano il ramo inferiore della 


niQilÌ7PtLhy (^OOg]f 


. V . 

Concoide in N’ , n , e l’asintoto in G' , g , e fatto 
centro in C co’ raggi CG ' , CJV* si descrivano gli 
archetti circolari G'q,ft'p. Ciò fatto, si scorge evi- 
dentemente, che il trapezio N'G'g m, ovvero N'G’qp 
è l’ elemento dello spazio COG'N', essendo CO tan- 
gente della Concoide in C., Ora ritenuto che q> 

rappresenti l'angolo PCG’ , CG ‘ — — , e però Gfq 

COS.(f ■ 

— e parimente CN = CG' •>— G’N' — -~ 

coi. «p cos.cp 

— b , e quindi Np=z ~ ^ — bJ<p : sarà dunque 

il trapezio NG'qpz=z G’q - 1- iY'/> ) . N’G' = ‘iM'P 

cos. 

— \ b z d <p ; ed integrando avremo COG'N ' = 

ab log. tang. ( 45 0 -h I q> ) — i <P — f- Cós*. Per de. 

terminar la costante , io osservo, che svanisce lo 


spazio COG'N' allorché svanisce la CN’^=^~ —b, 

cor.tp 

ovvero allorché — _ = e quindi cosi <p = — . - . 

cor.tp n T b 

nel qual caso 1’ angolo <p diventa un angolo 

conosciuto tx . Sarà dtìnque Cost. = ± b 1 a — 

ab log. tang. ( 4^° -+- t a ) . Perlocchè avremo COG'N ’ 

= ablog. 

* tang. ( 4S “- 1 - 1 “ ' 


16. La formola ai/o*. 


*mg - ( 4 ^+lf) 


fare 


( 4 J° + i « ì 

fi z (c p — a), acquista tìn valore infinito con 
(p=r90°; il che ci fa conoscere, che lo spazio 
concoidale asintotico COFS ha un valore infinito. 

17 Se allo spazio COG'N' si aggiugne il trian- 
golo CDO'-=z i CD.DO=: {a . a .tang. a iiisvha lo spa- 
zio CDG N' = i a 1 tang. a — i b 1 ( q> — a ) -+- 


20 


18. Il segmento concoidaie CN‘ K-=.\^CR‘ '. N'p 

r= — b ^ dtp == \ a 2 tang. tp -+■ i b r <p — : 

Kb log. tang. ( 45 0 -+- i <p ) -+- Cast. ; c poiché svanisce 
C N K quando 9 =b= x , sarà quindi Cost. 
ab log. tang. ( 45 0 H-i a ) — t b T x — ± a 1 tang. x . 
Perlocchè avremo CN'À =: | à 1 (tang. 9 — tang. * J 

( „ _ « ) ^ pL) . 

J f tang. Us • 4~ i « ) 

19. Onesto stesso si ottiene, se dal triangolo 
CCO = CG'D — COD = i a 1 tang. 9 — i a 1 tang. x 

si sottrae COG'N'K =d ab log . — ^ -7-^0 

Ì^C9— *) (i r ,°), con che nasce CN K =2 
i u a ( towg: 9 — tang. <t)-l-Ìi’ 2 (9- 1 “«) — 
tang. (4^°- h ì 9) 
ì») 


ab log. ' 


come prima 


tang,(^°-, _ . , 

20. Quando il raggio vettore CA r ' diventa pa- 
rallelo all’asintoto, e si cangia in C^ 5 ; allora di- 
ventando 9 = 90°, e sostituendo questo valore 
nell’espressione del segmento CN'K, nasce lo spazio 
infinitamente esteso CN'SQ = à a 2 - =» — ab log. 00 , 
che c un Valore infinito ; avvegnaché il binomio» 
00 — log. 00 è una quantità infinita per essere il 
secondo termine, come tutti sanno , infinitamérì’fè 
minore del primo. 

21. Con egunl procedere si trova la quadratura 

del nodo CRAH della Concoide . Imperciocché es- 
sendo CNz=GN — GC—b- — , sarà lo sfia- 
tar. 9 2 

zio, o il settore CAN = (jb — == 

* b 1 <p -+• i a 1 tang. <p — ■ ab log. tang. ( 45 0 -+- i <P ) - 
senza costante , perchè svanisce il settore CAN in 
un coll’angolo cp. 

22. Cangiando 9 in « si ottiene * a 2 tang. x H— 
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lb*x - ab log. tmg. (45°+ i«) per la quadratura 
del seminodo CANH ; e conseguentemente risulta 
il nodo intero CRAH == a x tomg. * -f - b 1 a 
ìab log. tang. (45 0 -f* i * )• 

23. Si descrive la Concoide mediante il moto 
d’ una riga , la quale volgendosi in giro intorno al 
polo C passa pel centrò d’ uri cerchio situato sull' 
asse £F , e spinge lo stesso centro lungo il detto 
asse tagliando sempre la. periferia del cerchio in due 
punti diametralmente opposti , i quali appartengono 
Sai rami conjugati della Concoide . 

24. Si può anche in siffatta guisa formare un’ 
infinità di Concòidi differenti : avvegnaché se in 
vece del cerchiò si fa muovere una* curva qualun- 
que OM (Fig. 2. ) lungo l’asse FE , la sua inter 
sezione eon una riga CAf mobile intorno a C , ed 
obbligata a passare per un punto fisso G dell’asse 
della Curva OM descriverà una Concoide , di cui 
sarà facile trovar l’equazione. In fatti, posta CD 
= a , OG = b , DR = X , RM =r y , OR =s= z , 
sarà RG = OR — OG = z — b , GD = DR — 
RG x -+• b — z , e per li triangoli simili RGM, 
GCD sarà 3 «t» A : y : : a? — z-h b: a , ovvero az — 

àb — yx — zy by , e quindi z = bJ t <^ + -y Y+-y x 

a y 

= b +• J 9 L. . ÌSe ora si sostituisce questo valore 
a + y 

di z nell’equazione della curva generatrice OM da. 
ta per z ed y , si avrà un’equazione fra * ed y, 
che esprimerà in conseguenza la natura della Con- 
coide BM. 

2 5. Se la curva generatrice OM è un cerchio, 
di cui il punto dato G sia il centro, avremo yy 

2 bz — zz , e ptrò z — b±\J (bb — yy ) . Sosti- 
tuendo questo valore nell’equazione 3 =£■+•... 

— , ne ripaghiamo — V ( bb — yy ) , 
a -t- y a-t-y 


FIG. 
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ovvero x 2 y 2 = ( bh — -yy ) ( a 4- y ) 2 « che è aj> 
punto 1’ equazione della Concoide di Nicomede col- 
le coordinate permutate (8°.). 

26. Se la curva geueratricc è la parabola Apol- 
Joniana dell’equazione y 2 =/>s, essendo p il pa- 

rametro; allora la sostituzione del valore di z 

P 

dà y 3 H- ay 2 — pxy — - pby — pab = o per 1' equa- 
zione della così detta Concoide Parabolica , di cui 
si è servito Cartesio nella sua Geometria per risol- 
vere un’equazione generale del sesto grado. Ved. 
Hópital Sect. Con. §. 40^. 

27. La prima ordinata DB della Concoide Pa- 
rabolica si ottiene ponendo x == o nell’equazione 
di questa curva, con che si ha P equazione cubica 
y 3 -+- ay 2 — pby — - pab — a , la risoluzione della 
quale darà il richiesto valore di y. 

28. Potrebbe sembrare a prima vista , che nel- 
la Concoide Parabolica si annullasse la y quando 
diventa infinita la x , ma l'equazione y 3 -f-ay 2 — - 
pxy — pby — pab 2= o, da cui si ricava x rs . • . 

y ~+~ a y ~ pby V^_ ra0S t r a chiaramente , che 

py 

diventando x infinita dee pur essere infinita la y v 
perchè se y fosse infinitamente piccola, come po- 
trebbe a taluno parere , riuscirebbe x negativa con- 
tro l’assunto. In questo caso poi di ar= 00 , sr 

avrà x = . Lo stesso può parimenti vedersi col 

riflettere all’ andamento che dee avere la curva . 

29. Essendo ss — 1 ’ esprei- 

dx ay 3 ■+■ ai/ z -t-}wk 

sione dalla tangente dell’angolo formato dalla curva 
coll’asse delle x; se si supporrà = o , si otter- 
rà y — o , oppure y = oc ; ma y = o non può sta- 
re coll’equazione della curva, come c facile a ve- 
dersi; dunque sarà y= 00 , cioè a dire la curva ha 
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un ramo infinito , che cammina parallelamente all’ 
asse quando diventa infinito. 



ARTICOLO IH. 

Sopra la Spirale Iperbolica. 

Il famoso Giovanni Bernoulli c l’inventore della 
Curva da esso denominata Spirale Iperbolica , o re. 
ciproca; ed egli sembra compiacersi di questa sco- 
perta là dove nel Tomo IV. delle sue Opere pag. 
177. facendo una rigida censura al Calcolo Integrale 
di Stone dice : nè Cotes , nè Sione hanno pensato a 
questa curva , ed alle sue proprietà prima di me . .Par 
verisimile , che questo gran Geometra a forza di 
sottigliezza e di penetrazione con premeditato dise- 
gno abbia ideato una tal Curva per l’impegno assai 
vivo, in cui era entrato di far vedere, che la solu- 
zione, del problema inverno delle forze centrali reca- 
ta da Newton era difettosa e paralogistica . Newton 
nella sua grand’ opera de' Principj dimostra rigoro- 
samente , che la forza centrale d'un corpo , diretta 
verso uno dei fuochi d una Sezione Conica qualun- 
que da esso descritta, seguita sempre la ragione in. 
versa de’ quadrati delle distanze di detto corpo da 
quel fuoco j nel che consiste il problema diretto 
delle forze centrali, nel quale data la curva descritta 
si dimanda la legge della forza. Da questa proposi- 
zione Newton deduce come corollario immediato 
senza nuova dimostrazione l’altra proposizione in- 
versa, cioè che se la forza centrale d’un corpo, il 
qual descrive una curva , è in ragion reciproca dii. 
plicata delle distanze di questo corpo da qualche 


ap- 
punto del piano deila curva, essa è sempre una se- 
zione conica avente il detto punto per luogo; e 
questo è il così detto problema inverso delle forze 
gentrali, in cui data la legge della forza si cerca la 
curva percorsa dal corpo . Bernoulli ostinatosi a nega- 
re la legittimità di questa conseguenza opponeva al 
Newton la Spirale Iperbolica , la quale per esser 
descritta da un corpo esige una forza centrale reci- 
procamente proporzionale al cubo delle distanze dal 
centro o polo della curva , e questa stessa forza, 
per un teorema del medesimo Newton , è pur anco 
richiesta per descrivere la spirale Logaritmica , es- 
senzialmente diversa dall’ Iperbolica. Siccome adun- 
que questa legge di forze centrali , proporzionali al 
gubo inversQ delle distanze, non si restringe alla 
Isola Spirale Logaritmica ; così potrebbe avvenire , 
che l’altra legge delle forze, proporzionali al qua- 
drato inverso delie distanze , non si limitasse alle 
sole sezioni coniche, ma ad altre curve di specie e 
natura diverse si estendesse. Nel Tomo I. delle sue 
Opere pag. 555. così si esprime Bernoulli in questo 
proposito ; Quemadniodnm igitur ex eo , quod prò gy- 
ritione corporis in Spirali Logaritbmica , requiritur vis 
centripeta in reciproca triplicata ratione distantiarmn , 
male quis concluderei huius propositionis conversata , 
asserendo nempe , quod ergo vicissim posita bac lege vis 
centripeta ne cesse sit , ut curva éxistat Spiralis Log a. 
rithmica; siquidem altera Spiralis Hyperbolica , et aline 
multae curvae , tam algebraicae quant transcedentes 
eadem virium lege gaudent : ita quoque ex eo quod 
demonstratur corpus . gyrans in Sectione Conica , 
centro virium existente in foco , requirere vini 
centripeta ni reciproce proportionnlem quadratis distati - 
tiarum , non sine aliqua paralogismi specie collie 
gitur , supposita ista ceiitripetaruni virium propor - 
tione , curvans niotu corporis describcndam fare 
Stctionem Conica /» , tametsi Neivtonus ipse in eu>> 
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dem lapide m impegerit ; visi prius demonstyetur , hic 
se rem aliter habere , qmm in bypotbesi viriunt eubis 
distantiarwn reciproce proportionalium , quam divevsis 
(tirvis convenire poste ostendimus ; atqiie Sectiones Co • 
ìncus solas esse , quae adusi ttqnt vires in duplicata reci - 
froca ratione distantiarum . Ma Newton , il quale 
avea già protestato (n) di non voler entrare in con* 
tese letterarie per non aver a stringer l’ ombra , e 
perdere la sua quiete , eh’ egli chiamava cosa onnL 
vomente sostanziale , non si diede alcun pensiero di 
ribattere gli attacchi di Bernoulli ; tanto pii) che 
questi avea sempre manifestata una certa animosità 
contro i Geometri Inglesi , ed era come alla testa 
d’ una specie di lega de’ Geometri del Continente 
contro quelli d’Inghilterra. IV^a risposero per New- 
ton i Geometri di quel Paese, interessati a difende- 
re la gloria e superiorità del loro compatriota. Essi 
fecero osservare, che un corpo gettato con una da- 
ta velocità secondo una data direzione , e tirato da 
una forza centrale reciprocamente proporzionale al 
quadrato della distanza dal punto attraente non può 
muoversi se non con una sola ed unica legge , e 
che in conseguenza se quel corpo può sotto queste 
condizioni descrivere una certa curva , egli dee de- 
scriverla effettivamente. E siccome Newton avea 
precisamente determinato la Sezione conica , sulla 
quale il projettile poteva muoversi ; ne veniva in 
conseguenza, ch’egli avea pienamente soddisfatto 
alla questione, e non era tenuto a dire di piu. 

d 


(a) Et subortae statini ( per diversorum epistolas ob • 
jectionibus refertas ) crebrae. interpellationes me prorsus • a 
consilio detertuenint , et effccerunt , ut me arguerem impru . 
dentiae quod umbram captando , eatenus pcrdidcram quieterà 
meam, rem prorsus substantialcm . Nera. 
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Del resto , per ciò che spetta la legge della 
forza centripeta, proporzionale al cubo inverso delle 
distanze, e tutte le curve descritte con questa legge, 
tra le quali si conta principalmente la Spirale Iper- 
bolica , si può vedere la mia prima Memoria su 
tale argomento , aggiunta alla traduzione italiana 
della Meccanica del Sig. Ab. Bossut, stampata in 
Pavia nel 1788. 

30. Sopra una retta indefinita CO (Fig. 3.) 
è dato un punto C, dal quale parte una data retta 
CA = a , che forma eoli’ indefinita CO un angolo 
dato ACO c= w , ed intorno a C come polo si de- 
scrive una linea curva FMA con questa legge, che 
gli angoli BCA , BCD , BCM. , ec. siano sempre in 
ragione inversa de’ raggi vettori CA , CD , CM , 
ec. , cioè BCA ; BCM ; : CM : CA , e BCD : BCM :: 
CM : CD. Questa linea porta il nome di Spirale 
Iperbolica per la somiglianza, che ha nella sua pro- 
prietà principale coll’ Iperbola conica , nella quale 
le ascisse prese sopra un asintoto sono in ragio- 
ne inversa delle ordinate parallele all* altro asin- 
toto . 


31. Dicasi u l’angolo variabile ACM , ed y 
il raggio vettore corrispondente CM, e per la pro- 
prietà di questa Spirale sarà « : <0 ■+• « : : y : a , e 

quindi y =3 — , che è l’equazione della Spirale 

Iperbolica. Da questa equazione si scorge , che fat- 
to k= 3— — w, cioè preso fango ACM dalla parte 
opposta, e fatto uguale ad ACB , il raggio vettore 
y diventa infinito, e conseguentemente il ramo MA 
della Spirale si allunga senza fine correndo in dire- 

zione di CO i Se «= 360° — w, diviene y == s 

ito* 

= CF . E così potendosi prendere per ti un multi- 
plo qualunque di 300°, si rende manifesto, che la 
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Spirale Iperbolica si avvolge per infiniti giri intori 
no al polo C senza mai faggiugnerlo . 

31. Se coi raggi vettori CA , CD si descrivo 
no gli archi circolari AB , DE , questi sono sempre 
uguali, dovunque si pigli sulla spirale il punto D: 
avvegnaché essendo to : w -4- ti : : y : d , ne nasce 
rrw = y (w -+- » )j vale a dire AB=DE. 

33. Tirandosi la retta indefinita HI parallela 
alla CO, e distante da essa per un intervallo ugua- 
le ad uno degli archi circolari AB , DE , ec. , tro- 
vasi essere HI l’asintoto della Spirale, perchè co- 
munque lontano si prenda il punto D dal punto A 
alla sinistra di quest’ultimo, l’arco DE rimane sem 
pre uguale ad AB, ed ha per limite, a cui sempre 
più si accosta nella posizione , una retta a se ugua- 
le, e perpendicolare a CO. 

34. Tiro la tangente MT , e la CT perpen* 
dicolare al raggio vettore CM . L’epilazione diffe 

rcnziale detta Curva mi dà d y — j tvdu | a 

(«4 -U) 2 

formola generale della sottangente nelle Curve pola 

ri, cioè mediante la sostituzione de’ valori di 

dy 

y 2 , e dy , si cangia in — «w , dove il segno — 
indica soltanto la posizione. Dunque la sottangente 
CT — — aw , cioè scirprc Uguale all’arco AB, e 
quindi costante . 

35. Guido Mn normale alla Curva , o alla 
tangente MT , e concorrente in n cotta sottangente 
TC prodotta. Con ciò hassi la sotconormale C« = 

^ 0 ?— — — , vale a dire terza proporzionale 

CT au 

all’arco costante BA , e al raggio vettore CM . 

36. Dal polo C conduco alla tangente MT la 
normale Cj£=q ; e siccome MT=V( CT 1 ~\~CM 2 ) 

=. V (« « •+■>’ ) , c CQ — = 


M T 


i8 


ùUy 


{/{ a 7 o> z ■+• y 2 ) 


- ss q , sarà quindi dq rrt . . 




dy 


— — ; j. Laonde essendo , come è noto 

( fl*w 2 -4- y 2 y V 

la forinola del raggio osculatore nelle Curve Polari, 

avremo 3 — y - /— per 1 espressione del raggio 

osculatore in questa Spirala j il quale «copresi prò. 
porzionale al raggio vettore , ed al cubo della tan- 
gente , e precisamente uguale alla quarta proporzio- 
nale dopo il cubo della sottangente , il cubo della 
tangente , ed il raggio vettore . 

37. Si ha la quadratura dello spazio ACM con 

integrare la formola \yydii » M x 

±= - -+■ e** - ^ 

<*-k- u » a >-f~u 

svaniscono nel tempo stesso lo spazio ACM , e 

l’angolo u . Dunque ACM = ; nella qual’ 

U -f- u 

espressione sostituendo per u il suo valore dato per 

y, cioc — - — -, si ritrova ACMzzz \ rtw( a — y ) * 

vale a dire io spazio compteso da due raggi vetto* 
ri e dall’arco è uguale al semircttangolo della sor* 
tangente costante nella differenza de’ raggi vettori* 
iDi qui si scorge , facendo y — o , che lo spazio 
intero; che con infiniti giri si avvolge intorno al 
polo, è uguale .alla metà del rettangolo della sot» 
tangente nel primo raggio vettore ; e ciò si deduce 

l 2 

anche dall’ espressione - 3 — — — , la quale facendo l'an- 
golo u srt *© , si cangia in | a 2 u . 

38. Posto 36 o°= 37T, è manifesto che y ■=* 
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CM diventa CK , quando l’angolo ACMmu diven 


a cu 


ta 2ft} onde (§. 31) ottiene CK= 


Per 


simi! ragione CM si cangia in CN n allorché u ere- 
sce di 2Jt diventando n m-, conseguentemente si 

ha CN esc — • Ora l’elemento dello spa* 


i'j +2 *+ U ‘ 4 a a 

2i0 KCN i = i« 4 *A = 1 J«o- 

que integrando sarà KCNzzì — 


£ a*» 1 


Cast. 


» + 2* -+- u 

Si determina la Costante con osservare, che si an- 
nulla lo spazio KCN quando si annulla 1 * angolo 

KCN =2= h , il che dà Cosi. cc M\— c » e 


§ a i w i « 


lo spazio KCN= / „ - . — . — -, 

questo spazio KCN dall’altro ACM 


quindi 
Sottratto poi 
, si tro- 


__ u 


va per lo spazio AKNMDA , rinchiuso fra i due 
archi AM , KN, e le rette AK , MN , l’espressione 

£ 11 __ M _ a . ..ovvero , riducendo 


« -UYVt 

w+u (ai-Wfr) (*•»-+— 2^ H-u) 

allo stesso denominatore 
ir( 2 T-+ - 2 a» -h u )g 2 wu 
( 27TH-W ) ( ajr-f- w -+-« ) ( w-t-u ) ' 

39. Se nell’espressione ora trovata .... 

*(** 1 dello spazio AKNMDA 

si piglia l’angolo KCN, ovvero « c= » alierà 

essa si trasforma in ( 27r ^_ w) ( 4Jr+(u ) » la <l ua,e ra P* 

presenta il valore dello spazio compreso fra i due 
archi ADMFK , JSTNX , e le rette KA , KL . Con 
questo metodo si procede per quadrare lo spazio 
contenuto fra gli altri giri successivi della Spirale. 




\ 

\ 

«1 
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40- Si ha la rettificazione di questa Curva co 1 
mezzo de’ logaritmi , ovvero della quadratura dell’ 
iperbola . In fatti 1’ elemento dell' arco ADM è 
V ( dy a -f-y 2 d/< 2 ) , e questa formola , sostituendovi 

i valori di y, e dy ( $. gì. 34), diviene _ a ^ n ^ 


VC « 

navi// 


(» 4 - u ) 2 
« ) 2 ] . Ora per integrare la quantità 


-, —r — r, V[>-l-(«+-«) 2 }» fac cio 1 -+- ( w-f- n ) z 

e w t u j 

= (u)-f-;/)’* 2 , e differenziando ho //w ( » 4- « ) = 
//«( u -f- u ) S 2 4 - 2/Ì2 ( w 4* «) j e dividendo per 
w-f-//, e trasponendo , du( l — 2*) zzzzdz( «4-zi) , 

e quindi -A_ - *** d " 


zdz 




(<• + //) 


( U-i-ll ) (l — 2' 

axzdz 

(»4-z/)(r— 2 2 ) 

. ctudz , , 

-+* j — (TJidz 4- 

• x l 4" 2 


I— 2 2 * ( » 4- « )*. 
così - -' adlt - V [ 1 -f- (w+n) 2 ] = 


V[(»4 


r axz^dz — 


^ ~ — 

1 — 

\mdz 


1—3, 


Dun- 
que integrando , sarà 1’ arco ADM = axz 4- 
Ì<,« A*. ì±3 4- Cor/. = — 1 •+-'( >w . + H ) a ] 

I — * 2 “4 — iì 

oj + //-+-V[lH-(a) 

■ C «~f* ( » ■ 


2 n» /qf. 


»)* ] 
«) 2 ] 


Cor/. Sic- 

come poi svanisce l’arco ADM , allorché si annulla 
anche 1’ angolo ACM , ovvero u ; quindi si ricava 

Cor/. = « V ( 14- « s ) — i a ai log. ?^± V il i : “t> > 

' 2 ■ a/ — 1/ ( 1 H- ai 5, ) * 

c per conseguenza 1’ arco ADM =. a V(i H-" 2 ) — * 
«ai V[ 1 -4-CW4-Z/-) 2 ! , 

— ~ — * *+“ • * • • * * *1., •( 

Ì aw /o*. f"" VC»-j-^ 2 )3 [»+«f V[i4-( W 4-n) 2 ] ] 
ù 04- y (i-H» 2 )] 04- zz — ^ 1 -4— (<w— H- z/) 2 - 3 D " 

Per render più semplice la quantità logaritmica, os* 
, ai •— ( 1 4— w 2 ì 

servo , che — ^ pioluplicando sotto e 
*4- V<» -hV 2 ) ‘ 
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sopra pel denominatore si cangia in — 


ed 


w-f-a-f - V [iH-(a>H-«) a ] 


[w-H/li-t-» 2 )] 1 ’ t»+.u— l/ii H-C »-t-u) 2 3 

venta, moltiplicando sotto e sopra pel numeratore, 
_ [ w _j_h_j_^/[ i-f-(wH'H ) 2 ] ] z . Dunque il detto 
logaritmo si riduce ad 

0 V + “ £□! , ovvero ad 

OH-V ( j -t -» 2 )] 2 

» + « + v[ «_+J w n T ] , c d 


| aw log. 
au log. 


7 t . — TT » — m consc. 

«-I-V (i +v z ) 
guenza sarà 1 ’ arco ADM = a \/ ( I H-a> 2 ) — . . . 
moy [i — . Qj -t-rt-h N/[x+(ft)-t -») 2 j ^ 
ai-+-u »-+-t/(i-H» 2 ) 

41. Facendo nella detta espressione 1 ’ angolo 
n = — •«), è manifesto, che se ne avrà il valore 
dell’arco ipfinitamente prolungato AS, il quale risul- 
ta = a y/ ( 1 -f-w 2 ) ■ — «« log. [w-f-y (|i-|-<u 2 )] — 

au aio , . , , 

— = — — = — 00, col segno negativo, perche 
o o 

si piglia in direzione opposta all’arco AM. Se poi 
si piglia l’angolo u infinitamente grande, allora si 
trova, che la lunghezza delle infinite spire, le quali 
incominciando da A circondano il polo C , è =5 
(1-H» 2 ) — aw •+- log. 00 = log. oc , cioè uguale 
all’ infinito logaritmico , che vale il dire , essere la 
detta lunghezza infinitamente minore di quella del 
ramo asintotico AS , ma però sempre infinita ancor 
essa, contro ciò che ha recentemente preteso qual» 
che celebre Geometra Tedesco. 



FIG. 31 
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ARTICOLO IV. 

Sopra la misura di alcuni solidi e superficie rotonde. 

4 »- Vi ha nelle Memorie dell’ Accademia delle 
Scienze di Parigi per j’anno 1709. una Memoria di 
Parent sopra le Figure uguali fra loro nella superfi- 
cie curva, e nella solidità insieme, dove questo 
Geometra al §. ri. propone senza dimostrazione 
questo elegante teorema : se un segmento circolare 
jormato dal quarto della circonferenza , e dalla sua cor- 
da si rivolge intorno al diametro parallelo alla corda , 
1 ' anello , che ne risulta , è uguale nella solidità , e nel- 
la superficie interna alla solidità , e alla superficie della 
sfera , che vuoisi immaginare inscritta all'anello , ovve- 
ro che ha per raggio la distanza del centro del cerchia 
dalla corda del quarto della periferia. 

Per dimostrare questo teorema , sia nel semi- 
4. circolo ( Fig. 4. ) AOB l’arco MOH di 90° , e<i 
MN la sua corda parallela al diametro AB, e dagli 
estremi della corda si abbassino sul diametro le per- 
pendicolari MG , NF. Rotandosi questo semicircolo 
intorno al diametro AB , e generando la sfera , ba- 
sta dimostrare , che se da questa sfera si toglie 1' u- 
ro , e 1 ’ altro segmento generato dagli spazj NFtì , 
MG A, ed il ciliudro generato dal rettangolo MGFNj 
il residuo , che è 1’ anello generato dal segmento 
circolare MNO , è per appunto uguale alla sfera de- 
scritta col semidiametro NF . Ora posto CB =zr , 
e chiamando x 1 ’ ascissa sul diametro AB , compu- 
tata da B , ed y l’ ordinata , ed essendo jt : 1 il 
rapporto della periferia circolare al diametro , si ha 
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per la solidità d’ un segmento sferico indefinito la 

forinola Jny z dx r= J ndx ( irx — x 1 ) — jr ^ rx z — 

~—x 3 ^ , dove basta sostituire per x il valore di 

BF per avere la solidità del segmento generato da 
NFB . Siccome pertanto l’ arco NB è di 45 0 , sarà 

NF — FC == y/ — ?•* , e perciò FBzxzr^— V 

t sostituendo questi valori per 
x nell’ espressione n (rx 3 - — ya?»), essa si can. 

già in 2 V - — 7- ■+■ -7* V— ì»" 5 = 

~ ^nr 3 , il cui doppio 

— V è la solidità de’due segmenti gene- 

rati da NFB,MGA, a cui aggiugnendo la solidità del 
cilindro generato dal rettangolo FM , che è ir.FN 3 FG, 

ovvero nr 3 V ~~~ t nasce ( — — — V — JJtr 3 , che 
a . , U. J 2 / 

sottratto dalla solidità della sfera, ovvero da— »r 3 

2 I 

resta — irr* V — per la solidità dell’ anello ; e que- 
sta scopresi immantinente eguale alla solidità della 

sfera descritta col raggio NF , ovvero rV— . che 

z 

è per appunto ~ 7r ( , 'V'~') 2=: — jrr 3 V~ : c ^ ,e 
è il teotema proposto . 

43. Per ciò che spetta alla supeifficre interna 
dell’anello, questa non e altro che la superficie 

e 
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curva del cilindro generato dal rettangolo FAf, cioè 
del cilindro circoscritto alla sfera aventa per raggio 
NF , c perciò essa è uguale alla superficie di detta 
sfera , come è noto da Archimede in qua . 

11 Fontenelle nella Storia dell’ Accademia delle 
Scienze dell’ anno 1709. dando 1 ' estratto dèlia Me- 
moria sovraccenata di Parent, dopo averdetto, che 
YVallis fu il primo a far girare l’ iperbola intorno al 
suo asse conjugato , cd a nominar cilindroide il soli- 
do generato con questo rivolgimento, avverte , che 
Parent riscontrò nel cilindroide di Wall» questa 
memorabile proprietà , che qualora i due assi con- 
jugati dell’ iperbola generatrice abbiano una certa 
proporzione con quelli d’ uno sferoide compresso , 
inscritto al cilindroide , le superfìcie di questi due 
solidi saranno continuamente uguali , come lo sono 
quelle della sfera , e del cilindro circoscritto , vale 
a dire eguali non solamente nel loro tutto, ma an_ 
cora nelle loro parti corrisppndenti allorché questi 
due corpi sono divisi in segmenti con piani perpen- 
dicolari al loro asse comune . Questo teorema, co 
me dice Fontenelle, fu presentato da Parent nel 
1 697. all’ Accademia , ma non ne fu mai pubblicata 
la dimostsazione . Il D’ Alembert nell’ iyticolo Cilin- 
droide dell’ Enciclopedia invita i suoi Lettori a ri- 
trovarla . Ecco quella che a me si è presentata . 

44. Sia ( Fig. ^.) dell’ iperbola AGO il semias- 
se, trasverso CA , il semiasse conjugato CBz=zb , 
l’ordinata FG all’asse conjugato = y, l’ascissa dal 
centro CFzxzx. La proprietà dell’ iperbola dà y 2 — 

a 2 : x 2 : : a 2 : b 2 , e quindi y = -j- V( b 2 ■+■ xZ )’ > c 


differenziando -, , . — = dy . Dunque K( dx 2 

bl/(b 2 -ì~x z ) 

, dx l/[b* + (a 2 -+- b 2 ) x 2 ] , T ' . 

-X-dy = — — r — - . Ma la super. 

fide del cilindroide nato dal rivolgimento dello spa- 
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iio iperbolico CAGF intorno a CB ha per espressione 


/‘i ::y V ( Jx 1 -+- iìy* ) == J~ 


tvadx 
~b* 

b z ) 


l/[b* -+- (a 2 •+•' 

K(.T^i+* 2 ) i 

e altronde si sa, che J^clx \f (/-H* 2 )= 

x 2 ) [* + * 2 )] -fe- 

CW. ; dunque la detta superficie sarà espressa da 

= SK ^ , -f'(TOT-*'-‘) + 


1/ (a 




+ i* 


K J U ) «*- > -y* ^ ^ 

Si determina la Cosi, con riflettere, che svaniscono 
insieme la superficie, e l'ascissa x, e ciò dà 
_ Vab 2 , b 

Cust. 7~ò~T~7T\ log. -, - , , i conto» 

|/(a 2 -Wj 2 ) 6 V(a 2 -4-i 2 ) 

guentememe la superficie del cilindroide sarà 
tra. iì 1 1 \ 2 *, . irai 2 

_V[4‘-M**H-**)* i ] + v^TjTjX 

* V ( a 2 -4- b* ) \//. . x 2 (a*-f-6») 


*£• [ 


i 2 


V( 


6* 


)] 


va 6» 

■*“ |/(a 2 +& 2 )* 

( a 2 -4- i a )x* 1 

6* J J ' 

45. Venendo ora a quella dello sferoide inscrit- 
to al cilindroide , 1’ ellisse generatrice avrà lo stesso 
«enfiasse maggiore AC = a , che ha 1’ iperbola , e 
per semiasse eonjugato ne avrà un altro che chia- 
mo c , c chiamando y l’ ordinata a questo second' 
asse, x l’ascissa dal centro, avremo per la pro- 
prietà dell’ ellisse y 2 ; e 2 -— x 2 : : a* : c 2 ; e quindi 


tf [i^ +V[ , + 
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y = VV -** ) , ày = ^* X A* , V (4M- 

, 4 dxs'[c*+U z —c*)x*] n . 

rfx*) = — -J: 1 « — l — L. Dunque la su* 

■perfide dell’ ellissoide schiacciato , generato dal ri. 
volgersi della predetta ellisse intorno all’ asse mino- 
re , sarà J'my V ( H- 4* ) — V [ c* -+* 

(«'-w =pj^yj^i v'(^ +«*) 

= + • • • 

. vTP=T*5 ,0 ‘ [ x + ■+■ *0] + Co “ • 

e perchè si annulla in un colla x anche la superfi. 
eie dell’ ellissoide , ne nasce Cost. 

Jf 4X C^“ • 

, lo*. ■■ , r- ; con che si ottiene per 

V( a 2 ~c 2 ) s \/ ( a 2 — c 1 ) r 

la misura della superficie dell’ ellissoide compresso 


1( . , (a 1 — c 2 )* 2 ^ , r.ac z 

1 espressione nax \ ^ i*+- t - 4 — — J + - y a - r ^X 


%• [ -h v l i +<-±ri 2 >£ ] ] 


C 2 ’ ’ L C* 

46. Paragono ora quest’ espressione con quella 
della superficie del cilindroide , ed uguagliando 1’ u- 

, . a z -i-b z * 2 — c r 

na all altra ritrovo — — — st= , ovvero an- 

b 4 c* ’ 

b 2 c x 

che — — -, i : donde ottengo 

pel valore di c la seguente equazione c*- 


b* 


— -.c‘ 


2 A* 


a 2 b 


A’ ■ 2 

i‘+F = ° ’ ' d ‘ ‘ = - 

ci 2 b' 


— r l ( a 2 +£> 2 )* a 2 -f-6 2 / 
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1 d*-f- *6 a ) 

a 2 -{~b 2 
ab 


àH x 

a 1 -+- ò 2 


3? 

» 

c per ultimo 


\/( a 4 -f 6 2 ) ' 

47- Da ciò apparisce , che affinchè /’ ellissoide 
schiacciato abbia la sua superficie continuamente uguale 
a quella del cilindroide circoscritto , /’ asse maggiore 
dell’ellisse generatrice deve essere uguale all' asse tras. 
verso delP iperboli generatrice , e l’ asse minore dell' el- 
lisse uguale al prodotto de’ due assi dell' iperboli diviso 
per la radice della somma de' loro quadrati. 

L’ uguaglianza continua delle superbie di questi 
due solidi, vale a dire l’uguaglianza delle superfi- 
cie curve di tutti i segmenti corrispondenti tagliati 
con piani perpendicolari all’ asse di rotazione si rac- 
coglie manifestamente dall’identità delle due prealle- 
gatc espressioni , allorché in entrambe si prende U 
medesima ascissa x. 

48. Se vorrà trovarsi la solidità del cilindroide. 


basterà nella formola delle cubature 


iture / ny 1 d: 
. 2-2 


x sostituì* 


d ** * 

re il valore di y z , cioè a 2 H — , e si avrà per 

o 2 


la detta solidità l’espressione tta 2 X' 


na 2 x 3 

ìb 1 " 


. Sot- 


tratta poi questa dalla solidità del cilindro generato 

dal rivolgimento del rettangolo MF intorno a CF, 

. * jt a 2 x* 

resta - • — -3— 

i lt 2 


cioè da ny 2 x = ita 2 x •+■ 


jr a 2 x* 


per esprimere la solidità dell’anello iperbolico prò 
dotto dal rivolgimento dello spazio iperbolico AGM 
intorno all’ asse conjugato CB . Di qui apparisce , 
che quest’anello iperbolico sta all’emisfero avente 
per raggio l’altezza x dell’anello, come sta il qua- 
drato dell* asse trasverso al quadrato dell’ esse con- 
jugato ,• che è il famoso teorema di Tacquet nel 
suo elegantissimo trattato Cylinàricorum et Annuii. 
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riunì Lib. V. Prop. 41*. , e $ questo suo ritrovato 
egli ebbe poi a dire sul fine della sua Geometria 
Fratini, Probi. Ij°. : tquidem fateor me hoc invento 
laetatum fnìsse . 

49. Facendo fare allo spazio GEAM un mezzo 
giro intorno all’ ordinata MG , sicché 1’ arco iperbo- 
lico AEG acquisti la posizione contraria À’E'G , 
cerco la solidità dell’ altro anello iperbolico nato 
dalla rotazione dello spazio A'ffGM intorno al pre- 
detto asse CB , cioè a dire la differenza fra il soli- 
do generato dallo spazio CA’GF, e il cilindro ge- 
nerato dal rettangolo CMGF. Meno a tal effetto 
la Dh f parallela all’asse trasverso, e faccio, CDz=: 
x , DE = y , DN — /; , e quindi EN = E‘M = b — 
y , DE’ z=z ih — y. Ora abbiamo il cerchio di rag- 
gio DN ss. nh z , il cerchio di raggio DE' ss 
7r( 2 h—y) z , e perciò la zona generata dal rivolgi- 
mento di NE? intorno a CB = v( 2I) — y ) z •— 
jrh 2 ss Stri 2 — 4T hy -f- ny z , e moltiplicando quest’ 
espressione per dx , risulta per l’elemento del soli- 
do anulare nato dal rivolgimento dello spazio iper- 
bolico MA' E G la forinola 3 nh z dx •+• ny z dx — 
4nhydx , la quale , sostituendo ad y z il suo valore 

< ^ vcnt * inb z dx-F- na z dx-t- 

— ^.TihydfC . L’integrale di questa formola , preso 
nel supposto di x = MG ss k dà la solidità dell’ 
anello prodotto da tutto lo spazio MA'E’G sz 

lttb z k -3- na z k-\- 1 —^; ^nhj^ydx. L’ultimo ter- 

di quest’ espressione ci dà subito a 

cubatura del predetto anello dipen- 
de onninamente dalla quadratura dell’ iperbol» , cioè 
dello spazio CAGF. Di qui si scorge immediata- 
mente la ragione, per cui dovettero riuscir vani 
tutti 1 tentativi fatti dai Tacquet di ridurre alla sola 


mine qnhjydx 
divedere, che 1 
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sfera la solidità di quell’ anello, confessando egli 
nella sua Geometria Pratica loc. cit. venisse in spetti 
fare ut alterimi quoque annulare solidum , quod fit ab 
hyperbola MA E'G circa eundem axern CB , ad sphae • 
ram reducer un . Qjio obtento , haberi quadraturam hy- 
perbolae demonstravi . At me quidern kictenus spes ist » 
fefellit . 

50. Che poi la riduzione di quel solido anu- 
lare alla sola sfera apra la strada alla quadratura 
dell’ iperbola , viene da Tacquet dimostrato median- 
te la teoria del centro di gravità ; ma senaa que- 
sto , la formola precedente rende ciò manifesto im. 
mantincnte . In fatti , supposto il detto anello ugua- 
le ad una sfera di raggio r > abbiamo 1’ equazione 

y- ter 3 = y*h 2 k -+■ tca 2 k -f- — 4 xhj^ydx , e 

conseguentemente JyA* = CAGF = JL hk . . . 

1 a 2 k t a T k % 1 * r 9 , 

— • —7 1 • -rrr- — — . — , valore tutto 

4 h it hb z $ h ’ 

algebraico , e libero dalla trascendente n. * 
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ARTICOLO Y. 

Sopra alcuni Integrali determinati , cioè prgsi denti a 
certi limiti assegnati , 

Teorema l. 

51. log. sen. x = J' Ix log. cos. x, qualora 

si piglino questi integrali dacerro sino ad jr= —n , 

2 

posto alla semicirconferenza del cerchio di rag. 
gio i. 

6. Dim. Sull’asse AB (Fig. 6.)rr-^-jr si prenda 

l’ascissa indefinita AP = x , e si meni l’ordinata 
corrispondente PR r^: log. sen. ac , e si descriva la 
curva MB , la quale avrà 1 ’ asintoto AS , perchè 
log. o =r= — oo , e taglierà l’asse in B , perchè 

log. sen. - rs log. r e= o . Sarà dunque J'dxlog. sen. x, 

preso da serro sin» ad x=z —x, uguale a tutta 

l’aja curvilinea SABM . Parimente sull’ asse FH 

7- ( Fig. 7.) =r — 7T si pigli l’ascissa indefinita FG—x t 

e si guidi 1’ ordinata rettangolare Gl = log • cos. x , 
descrivendo la curva FlL , la quale taglia l’ asse 
nell'origine F delle ascisse, perchè log. cos. o —kg. 1 
= o, ed ha nell’ estremità H dell’ asse un asintoto 

HO, perchè log. cos. — n — log. o = — 00 . Laonde 
tutta l’aja LFBO—J^dx log. cos. x preso da x = o 
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sino ad js= — n. Ora se si prende FG = BP , an- 
2 

che Gl risulta = PR; avvegnaché PRczxlog. sen. AP 
a= log. cos. ( — 7T — -<4 jP ) =c /of. cor. BP z=z log. cos. FG 


= Gl. E così potrà sempre dimostrarsi l’uguaglian- 
za di tutte le ordinate corrispondenti a due a duo 
nelle due Curve. Dunque le loro ajc saranno eguali, 


quindi Jdx log. seti, x , 'fi* log. COS. X 


presi 


tra 


i mentovati limiti sono eguali . Il che era ec. 

52, Cor. La curva BM dell’equazione y — 
log. sen. x trovasi avere per raggio osculatore l’espres- 


sione semplicissima 


sen. x 


la quale dà a conoscere , 


che il raggio osculatore in B , dove = — jr , è 

= r , che è il minimo valore di — — ; e ciò mostra, 

sen. x 

essere in B la massima curvatura. La curva poi FL S 
la quale non è altro che la prima rovesciata , ha 

por raggio osculatore — - — . 

cos. x 


1 


Teorema IL 


13 .J^dxlog. sen.xz=zJhxlog. cos. x=sz — - *■ log. 2, 
prendendo gl’ integrali fra i termini x = o , ed se 


1 


2 

Dim. E' proprietà notissima degli angoli cre- 
scenti nella progressione aritmetica de’ numeri natu- 
rali senza fine , che la somma dei loro seni si ha 
con dividere il coseno del semiangolo primitivo per 
due volte il seno dello stesso , vale a dire sen. x -H 
s(n. ix -+- sen. 3* ■+• sen. 4* -4- sen- 5# -+- ec. in inf. = 

f 
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CO. t. I X 


— '-Lì.-—. Moltiplico tutto per dx , ed ottengo 

2 icn. ix 

dx sen. x -3- dx sen. 2X -+- dx se», gx - 4 - dx se». +x -f- 

dx se». 5* -4- cc. in i»f. c= dx cos . ^ x~ . p ren J 0 ora 

2 sen. | x 

l’integrale di quest’equazione, ed ho — cos. 


— cos. 5* — cc. 
$ 


1 t I 

— cor. 2 X — ■ — COS. XX cos. &x • 

2 5 4 

“ lo?, se». — x Cost. Per determinare la Cast. , 

2 

faccio * = 1 8o° = 7T , il che cangia l’equazione 

in 1 H — - -+- -- ec. = Cost. Ma è già 

a ì 4 S 

1 i i , i i , 

noto , essere i ■ — 1 H — — •+■ ec. 

2 t 4 4 « 

= /o». 2 . Dunque CW. =r /ag. 2 , e conseguentemente 

1 ii i 

COS.X COS. IX COS.XX COS. 4X COS. 5» 

2 } 4 5 

— ec. =2 log. se», --a: 4- log. 2 , ovvero trasponen- 
do , e cangiando x in xx avremo cos. ix -4— 

— cos. 4x h — - cos. 6 x 4- — cos. &x — cos. io * - 4 -* 

2 } 4 . S 

ec. = — log. sen. x — log. i. Moltiplico tutto per 

dx . e nasce dx cos. 2X -4- — dx cos. c^x - 4 - — dx cos.óx 

2 1 / 

-f. — dx cos. 8 x Hh — dx cos. io x -4- ec. — 

4 s 

dx log. se», x — dx log. 2 , il cui integrale è— sen.2X 

H — - sen. &x H — - se». 6*4 — — sen. 8# *4- - re», t o x 
8 18 J2 so 

-4- ec. = — Jdx log. se», x — » x log. 2 -4- Cost. Deter- 
mino la costante con porre x~o, il che rende 
nullo il primo membro dell’equazione, ed anche 
nell’omogeneo si annulla xlog.2 non meno che 
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Jhx log. sen. x , perchè si suppone in questo Teore. 

ma , che l’integrale Jhx log. sen. x dubba prendersi 

in modo, che si annulli allorché si fa icirto. Dun 
que anche la Cost. è zero , e però lequazlonc sarà 

semplicemente — sei:. ìx -f- — sen. 4*-h — if«.6x-+- 
2 8 18 

I I 

— sen. 8x H — - sen. i ox -+- ec. = — / dx log. sen. x — 

J2 so J 

x log. ì. Laonde pigliando ora jc = — ir , quest’ equa* 
zione si trasforma in o = — ^°S' sen ‘ x ~~ 

— ir log. 2 , ovvero in /iix log. sen. x = — ir log. % 

ogni qualvolta si prenda il detto integrale fra i due 

limiti di xx=. o , e di a:= — ir . Il che era ec. 

2 

Scol. Questo Teorema è stato dimostrato da 
Eulero per una via intricata e lunghissima , ricavan- 
dolo da un suo metodo eccellente di ritrovare gli 
integrali delle formole differenziali per certi valori 
determinati della variabile. Qui si è da noi dimo* 
strato colla massima brevità e semplicità . 

Teorema III. 

54. Jhx log. sec. x = ~ ir log. a , preso l’ integra- 
le fra i detti termini. 

DiM. Jdx log: sec. x = Jhx log. = — 
Jhx log. cos. x = — ir log. st. Il che era ec. 
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Teorema IV. 

55 • fx log. tang. jf = o , preso l’integrale fra i 
predetti limiti . 

Dim. fx log. tang. x = J dx log. — 

plx ( log- seti, x — log. cos. x ) = fx log. sen. x — 

f^ x cos • x — “* ~ ir log. 1 ■+• — ir log. 2 = o . 11 
die era ec. 

Teorema V. 

5 6 . f^ x c °l’ x = o t pigliando 1’ integrale 
tra i detti limiti . 

Dim. (dx log. cot. x = (dx lo?. — - — — 

J J s tang.x 

f x log. tang. xzxzo . Il che era ec. 

Teorema VI. 

\7- fxlog. cosce, x =s - l - n log. a. 

Dim. fi * log. cosec. x = fi * log’ = — 

y dx log. sen. xz=z — n log. 2 . Il che era ec. 

2 » 

Teorema VII. 

■j 8 fx log. sen. vers. x = — — ir log. 2 — — 
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I 1 1 

5*'“ »?■*"§* 


ec), 


\ 3* 5" r ' 9‘ •« 

prendendo sempre l’integrale dentro que’ termini. 

Dim. Nel raziocinio da noi fatto per dimostra- 
re il Teorema li. sì è fatto vedere, thè cos.x 

. tiri 

+ — cos. jx+ — cos. 3 x H cos. $x-\ cos. 5 x 

2 J 4 $ 

-+- ec. = — log. seri. — x — log. 1 = — log. 2 seti. - x 

— • — * log, \/ 2 ( 1 — cos. X ) — — log. \S 2 sen. vtrs. x 

^ log. z — log. sen. vtrs. x ; onde moltiplican- 

do tutto per dx , ed integrando avremo sen.x-^- 

r 1 1 1 

~p. sen. 2 x z sen. 3 j* -f- — 2 sen. 4 x -+- — * sen.jx 
3 4 5 

■4- ec. = j x log. 2 — » — Jhx log. sen.vers. x 
senza costante , perche nel supposto presente che 
fdx log. sen.vers. x si annulli quando x = o , si an- 
nulla anche tutto il resto. Fatto poi x = fin , ri- 

2 

1 rii i , 

rulta 1 2. H- — x — *+■ ec. = n log. 2 

3 5 7 4 

— ~f dxla S- sen.vers. x prendendo quest’integrale 

da x =3 o sino ad xzxz — n. Perlocchè avremo 

2 

dx log. sen. vers. x — — — ir log. 1 -—2^1— -yj -+- 

ec. ) . Il che era ec. 


fi 


I 

7 Z 


1 

9 Z 


1 1‘ 


V9- Cor. La serie reciproca de’ quadrati de’ nu- 


meri dispari co’ segni alternanti 1 • yi 
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I I ^ » * t | • 

— r -4- — * — - — ? -+• cc. non e mai stata . eh io 

1 9 X ii l * 

sappia , nè da Eulero , nè da altri considerata , e 
qui si trova che ella è = — •— n log. i •— 

^—^dx log. seti. vers. x pigliando l’integrale da x = o 

sino ad x=z — ir. Si è sommata colla quadratura del 

cerchio la serie i — —~r -f- — r — — -+- ec. allof. 

3 5 v 7 

chè n è dispari, ma non quando è pari. Ved. Eul. 
Ititrod. in An. Inf. tom. I.° §• 175., e Remar q. sur 
un beau rapport etc. Mém. de C Ac ad. de Berlin 
ann. 1761. $. ultimo, e Inst. Cale. Diff. Pari, IL 
§. 224. 

Teorema Vili. 

60. Se 1’ integrale fi* log. sen. vers. x si piglia 
poi da x ss o sino ad x v , allora risulta 
log. seti. vers. x = — it log. 2. 

Dm. Per la dimostrazione del Teorema pre- 
cedente si ha seti, x *4“ seti. 2 x -f* fisseti. %x -4- 

— 2 seti. 4»: -f- ~p^ se,1 ‘ S x ■+* ec. = — — x log. 1 —— 

~Jhx log. sen.vcrs. x senza costante, perchè tutto si 
annulla insieme con se. Supponendo ora x = x ; 
V equazione si cangia in o srs — — # log . 2 — 

~J^x l°S- sen - vers - x » ovvero jhx log. seti. vers. x = 

— n log. 2. Il che era ec. 
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Teorema IX. 


6 f . fdx log. seri. vers. x zzzjdx log. seti, x = — 

yilog.it pigliando gl’integrali da x=x o sino ad 
x — nr . 

Dim. Tenendo dietro alla dimostrazione del 
Teorema I. (5O è manifesto, che l’aja curvilinea 

rappresentante Jdx log. seti, x qualora si fa x = ir , 

diviene per l’appunto doppia allorché rappresenta 

Jdx log. sen. x preso nel supposto di x = n . Dun- 

que in quest’ altro supposto è Jdx log. seti, x = — • 

n log. 2 = Jdx log. sen. vers. x . Il che era ec. 

61. Cor. Si dimostra lo stesso anche di 

Jdx log . cos.x preso da x = o sino ad x ~ » , ma 

conviene ammettere il principio da tanti contradet- 
to , che i logaritmi de* numeri negativi sono 
uguali ai logaritmi degli stessi numeri positivi , 
giacché è evidente , che oltreppassato il quadrante 

— diviene negativo cos.x, e log. cos.x rappresenta 

il logaritmo d’un numero negativo. 

63. Scolio I. Volendo descriversi la curva 

dell’ aja J 'dx log. sen. vers. x si piglia una retta inde- 
finita AG (Fig. g. ) , e si divide in parti AB , BH , 8* 
tiC , Cw , «D , DP , PE , J?<p , <pF , FV , VG , ec. 
ciascuna eguale al quadrante della circonferenza cir- 
colare — * . Al primo quadrante AB corrisponde 
il ramo asintotico MB , perchè presa l’ascissa x—o 
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1* ordinati diventa log. sen. vers. x = log. o = — c« , 

c per 1 ’ ascissa x — AB — — ir 1 ’ ordinata è 

2 

/oj. sen. vers. x = log. i — o . II ramo positivo 
HM appartiene al secondo quadrante BH, essendo 
I’ ascissa x = J{H = ir , • e 1’ ordinata li M =3 
log. seti. vers. ir log. i. L’altro ramo positivo NC 
appartiene al terzo quadrante HC , avvegnaché all’ 

ascissa x 3 = AC = — ir appartiene 1 ’ ordinata 


log. sen. vers. — ir — log. t z=z q. Finalmente il se- 

condo ramo asintotico CS si riferisce al quarto qua- 
tirante C <», risultando per l’ascissa x = A<» — m 
I’ ordinata log. sen. vers. iir == log. o = — oo . Pro- 
seguendo a questo modo per gli altri successivi 
quadranti senza fine si replica infinite volte la stesse^ 
curva . Intorno ad essa sono da notarsi le seguenti 
proprietà . 

i? Essa taglia l’asse AG in J e C ad 
angolo semiretto, giacché si sa, che posta Tordi* 

nata log. sen. vers. x =:v la frazione — esprime la tan- 

dx 

gente dell’angolo formato dalla curva coila retta 

parallela all’asse, ed essendo dy = -L-—? e l s — =3 

sen. vers. x 

dx sen. x . dy sen. x ... 

, e pero = , quindi ne vie* 

dx *• 


sen. vers. x 


sen. vers. x 


ne , 

Polca 


che dove sia x =3 — ir 
2 

dy 

I , ovvero =; — »- 

nx 


, ovvero = 4 - ir 
1 , vale a dire 


, ri- 
scmi- 


retto l’angolo indicato . 

2. 0 Nel punto N corrispondente all’ascissa AH 
=■= ir la curva è parallela all’ asse , perqhè quivi 
dy sen. ir 

dx scn.vers.ir 
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3. 0 L’ ordinata HN è la massima delle positive. 
4? L’ aja asintotica OMB A è = — in log. 2 — 

2^1 — p + “z — p-+* eC ) PC1 Teor * VI1 ’ 

5 ? L’ aja BHN e = 2 (1 - p -h p — p +cc.) 

— in log. 2 ; avvegnaché tutta l’aja AOMBNH 
pel Teor. Vili, è = — - t log. 2 , e da questa levando 

A OMB=— \Tt log. 1 — — “a H- p — p -4-ec.) 

resta -ff/TY = s(i — p-h p — p -+- ec.^ 
-1- f n log. 2 . 

6. ° ì rami asintotici della curva diventano , co- 
me è dovere , in un’ infinita distanza dall’ asse pa- 

ralleli all’ asintoto, perchè sebbene^- = — — . 

dx scn. vers. x 

si cangi in § allorché x è — o, ovvero r= 2.7 , dif- 
ferenziando però il numeratore e denominatore si 

trova C -° S ' X < z=z 00 allorché x diventa =0, oppure 
sen. x r ' 

= 27 T ; il che mostra , che la tangente dell’ angolo 

fatto dalla curva ad un’ infinita distanza dall’ asse 

colla parallela all’ asse è infinita , e però retto quell’ 

angolo, e in conseguenza è quivi la curva parallela 

all’ asintoto . 

OT - , , dx scn. x , , 

7 . Essendo dv z=z , saia , preso dx 

scn. vers. x 


costante , ddy = 
dx 2 cos. x ( 1 

dx 2 (cos. x— 1) 

scn. vers. x 2 


dx 2 cos. x soi. vers. x — - dx 2 scn. X 2 
scn. vers. x 2 

— - - cos.x ) — dx 2 SOI. X 2 


sen. vers. x *■ 
dx 2 

scn. vers. x 


. Avremo dunque il 


raggio osculatore della curva 


( dx 2 H- d y 2 ) r 
— dxddy 


£ 


(j,*+ èsLst*') 

___ V te n. vers. x*J 




dx* :sen. veri, x 


seti, ve rs. x x 


» j 

( seti. veri. x 2 +• seti, x 2 ( sen - vtrs - x * ■+• ser *- x 2 ) 2 

seti. vers. x 2, J sen. vtrs. x 1 

3 3 

( r — i cos. x-j-cos x 2 -+- sen. x 2 ) z (2 sen. vers. x)*- 


sen. vers. x“ 


sen. vers. x" 


2 ^ sen. vers. x a sen. vers. x a sen. *x 

sen** ~ x ' Q uesta espressione semplicissima del raggio 

osculatore dà subite a divedere , che i due rami 
asintotici della curva hanno in un infinita distanza 
dall’ asse , cioè dove x =5 o , ed x = a rr il raggio 
osculatore infinito, come esser dee. Ne’ due punti, 
dove la curva taglia l’asse, e dove x zxz i* , ed 
x = fjr, il raggio osculatore è ez:*V** Nel ver- 
tice della curva, dove xexztt, il raggio osculatore 
trovasi 2 , che è il minimo di tutti , e però qui- 
vi la curvatura c massima . 

64. Scolio II. Il Teorema IV. , cioè che 

Jhx log. tang. x preso da x = o sino ad è 

= 0, si dimostra elegantemente anche mediante la 
• descrizione della curva. In fatti si prenda ( Fig. 9) 
la retta ACz= in , e si tagli per mezzo in B. Sull’ 
ascissa AFzzzx si alzi perpendicolarmente l’ordinata 
corrispondente FGz= log. tang. x e per tal modo al se- 
miasse AB apparterrà il ramo asintotico MG della 
curva, giacche sarà AO = log. tang. o — log. o=z — <»«, 
e l’ordinata in B sarà =r log- tang. Ìjt = /og. 1=0. 
Per l’altro semiasse BC trovasi l’altro ramo asintoti- 
co positivo BN , perchè si ha CS s=: log. tang. AC =r 
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log- tang. {n =z log. cc — -x> . Se ora di qua e di là 
del punto di mezzo B si pigliano due rette uguali 
BF, BP, le ordinate FG , PQ si trovano sempre 
uguali e contrarie ne’ due rami della curva ; avve- 
gnaché FG — log. tang. Af — log. tang. ( [tt — BF) 
— log- tang. — BP)~ log. cot. ( in — in -+- BP ) 
= log. cot (in + BP)~ log' 1 


log. tang. f In 


' tang Utt •+- BP) 
BP). Così all’ opposto si ha 


1 ordinata PQ = log. tang. AP — log. tang. ( \n ~i~BP) . 
E ciò dimostrandoti fli tutte le coppie di ordinate 
prese ad ugual distanza da B ne* due rami della 
curva , ne nasce la conseguenza , che lo spazio asin- 
totico AOMB sarà Uguale, e di segno contrario alio 
spazio asintotico BiSM , e che conseguentemente 

sarà Jdx log. tang. x = AOMBCSN = o. Questa 

curva taglia 1 asse in B sotto un angolo di 63? 17" 

perche essendo y ~ log. tang. x, e quindi = 

? 1 i_ , . 

tang.x cot. x 2 sen.xcos.x — sen. zx ’ sara ne CJ ' 

so di x=*n l’espressione — = 

dx 


— = 2, ed 

_ — sen. i 7 r 

e noto dalle Tavole trigonometriche , che l’angolo 
avente la tangente doppia del raggio è a un di 
presso di 63? 27’. Per ritrovare il raggio osculato- 
re di questa curva ricorro alla nota formola 

( dx 3 -+- dy 2 

presa nell ipotesi di dx costante ; 


—dxrìdy 

e perchè si è trovato dy — ■ 

— 4 dx 7 cos. 2X . 

, fatte 


r dx 


quindi ddy 


sen. zx 2 


sen. 2X 

le sostituzioni avremo 


(dx^-dy 3 )% ( 4 dx 2 -+- dx 2 sen^zx 2 ) 


: sen. 2 X 


— d'ddy 


4 dx 3 cos. zx: sen. 2 x z 
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ì 2 

= ( 4+ ' e ~ a * )* Da ó 
4 sen. zx cos. zx a sen 4 * 

valore del raggio osculatore apparisce , che esso & 

infinito, cioè la curva ha una direzione rettilinea 

all’estremità de’ rami asintotici, e siccome conviene, 

essendo ivi ar=o , ovvero x=z —ir , e però sen.\x 

= 0 . In B, dove la curva taglia l’asse, il raggio 

osculatore è = * - ) . = «e , cioè pari. 

z sen. ir 

niente infinito. Pe’ punti G , £ Q. della curva, che 

corrispondono alle ascisse AFz=z -j-rt , ed AP=x 

\ 8 


— 7 r si trova il raggio osculatore r= 

S 

( 4*4- sen. li: 1 ì 5 ( 4 4- 2 / ^ 1 

• — ^5 — — , 

2 sen. Jrr 2 

S-l'm pel punto C , ,d = Lt+5ip ? 1 
4 3 r r z sen. in 


Vili — 

8 

t.i 


— V tó 4 1 per l’altro punto 0, dove si ve« 

4 , 7 T 2 * 1 

de , che i due raggi osculatori risultano uguali , ma 
in direzione opposta, come esser debbono. Per 
trovar poi il minimo raggio osculatore , ovvero il 
punto della massima curvatura , differenzio 1’ espres- 

/ . | 2 \ì 

sione — S en ' 2X 1 , ed uguaglio a zero il differen- 
4 sen. zx cos. zx 

ziale, con che ottengo l’ equazione ( 4 -f-pen. 2 * 2 J a X 
*6 . cos. zx" sen. zx 1 •+■ ( 8 sen. zx Z — 8 cos. zx 1 ) X . . 


> 4 M 


1 6 sin. zx cos. zx 


Da questa ricavo le due seguenti . 
I? V ( 4 *+■ sen. zx*) “ o. 


*] = •• 
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ÌI? 5 cos. zx sen. 2x" ■+■ ( seti. 2X* coi. 2X Z ) X 
( 4 *+• sen. 2x 2 ) = ©• > 

la prima delle quali dà un valore imfnaginario 
di sen. 2Xz=z2 V 1 » e la seconda mediante la so- 
stituzione di i — sen. zx 1 in luogo di C o7. 2 A. Z si ri- 
duce a sTnTzx 4 ' — io. TcnTix 3, ■+• 4 = o , e dalla ri- 
soluzione di questa si ottiene sen. 2X=V(s — V n) 
r= 0,65 a un di presso- Il punto adunque della 
massima curvatura corrisponde a quell’ ascissa x , la 

quale dà sen. ax = . 

100 

Cff — ■ = » t 

ARTICOLO VI. 


Sopra f integrazione del V equazione fondamentale 
\ del Problema de' tre corpi. 

65. E noto ai Geometri , che il famoso Problema 
de’ tre corpi si riduce all’ integrazione d’ un’ equa- 
zione differenziale di second’ ordine di questa forma 

4 - dove X è una funzione qualunque 

della x, essendo dx costante. Il metodo, che sem- 
bra il p ù spedito per giugr.ere all’ intento , consiste 
nel moltiplicar l’equazione per co.ax, con che si 

, ddv cos . ax . , v , , 

ha _£ _ -4- a ydx cos. ax — Xdx cos.ax . In- 

dx 

tegrando avrerflo cos. ax -+-Jhdy sen. ax-\~ny sen. ax 
—— sen. ax = ^ cos. ax •+• ay sen. ax = . * 
Jl/Cdx cos.ax A. I.* Moltiplico parimente la pre- 
detta equazione per sen.ax, ed ho sen. ax -fr- 


54 


Jy. 


a 2 ydxsen.ax =: A'dx sen.ax , ed integrando ,~rfw. nx 


seri, ax 


— -Jldy cos. ax <— ny cos. ax -\-jhdy ces. ax = ~ 

— - ay cos. ax =f XJ * sen.ax- f- B- II.* Ora moltipli- 
co la I. a per sen.ax , la II.» per cos. ax, e sottraggo 
il secondo prodotto dal primo, e con ciò ritrovo 

ay = A sen . ax — B cos. ax sen. ax j^dx cos. ax • — 

cos. ax J'xdxsen.ax , e cangiando le costanti arbitra- 
rie A , B avremo finalmente y = A sen. ax -f- Bcos. ax 
H — —sen. ax f Xdx cos. ax cor. ax ( Xdx sen. ax. 

a J a J 

66 . Se X — o, alierà diventa y = A sen. ax -+- 
B cos. ax , siccome è già noto mediante 1’ integrazio- 
ne dell* equazione ^ -1- a 2 y — o di facilissimo 

dx 

maneggio . 

67. Se X~ b-, allora J^Xdxcts. ax r= ì- sen.ax. 


e J'xdxsen. ax = —cos. ax ; dunque y = 

A sen. ax -f- B cos. ax -1 — ~ . 

a z 

68j Prendiamo ora l’ equazione più generale 
della precedente, cioè affetta anche dalla prima dif- 
ferenza della y , che in quella mancava, e sia que- 
sta: c ^- -4- ‘!^-\~by = X, il cui integrale dipen- 
dx* dx 

de dalla risoluzione di quest’ altra più semplice 
ddy ady 

dx 1 dx 

. hx 

quest’ ultima . A quest’effetto stabilisco y — Ae , 

essendo A , h costanti arbitrarie, ed ho =r 

dx 


by = o ; onde incomincieremo da 


Di 



5 S 

jjjgbx ddy ___ Ab*e^ x , e questi valori sostituiti 
dx * 

nella detta equazione la trasformano, dividendo tut- 
hx 

to per Ae , in P -+- ab -h b — o , da cui si ot- 
tiene b = — ~ a Hh • Faccio 

Kt‘ 2 “0 = w , ed a motivo del doppio 

valore di h , cioè fe = — - — ed b t=z — 

2 

■?- a — w , avremo per l’integrale completo della 

detta equazione , essendo A , e B due costanti ar- 

bitrarie , , = A . ~ <■ Ì a ~ “ . 

Intanto è facile il vedere , che per soddisfare alla 


ddy , ady 

proposta equazione — x -+- -~- 


-+- by = o basterà 


unicamente il valore y = e ^ xU , come si 

scorge dal sostituirvi questo valore , e i suoi diffe- 
renziali primo e secondo . 

69. Passo ora all’equazione proposta H- 

-4- by = X. Faccio y = uz , e però dy ss 

udz -4* zdti ; ddy ss ttddz -+* zddu -+- 2 dzdu . Sostitui- 
ti questi valori nella proposta, si ha la trasformata 
( ddz adì , \ zdudz , zddu azdu 
U \d^ + + **) + -dx^~ + -dii -*• -jT 

= X , la quale per le due indeterminate « , e z si 
potrà sempre ripa rtire come meglio si crederà . As- 
sumo pertanto -+- -4- bz = o, la quale es- 

dx 2 dx 

sendo integrabile in tutti i casi possibili ( §. 68.) 
ci farà conoscere z dato per una funzione di x . 

Rimane dunque 1’ altra equazione -f~ 


56 

= A', nella quale posto du — pdx s] 

ha 2 pdz -+- zdp -+- azpdx = Xdx , ovvero dp -f- 

Ì» ( rtrtj; -f- — — 1 = , e questa non e che un 

caso particolare dell’ equazione generica Ap -+- Mpdx 
5 = Xdx , dove il/ , A T sono funzione di x. E sic- 
come l’integrale di tai equazione generica si sa es- 

—J'mAx JmIx 

sere p = e (A -h f e Ndx J , fatto 

il paragone de’ termini colia nostra , abbiamo 


Aidx—tiX log. a 1 , e 


2 ax ir A 
~z e j A—— ; e con- 

x 

ax 


■ax 


fi 

seguentemente p=z~=sS— — J ° • A'zdx ^ ; 

onde k = UH- -+- J' e aX XzAx ) . 

/ r — ax j 

Ma y = uz ; dunque yz=.Bz-\-z[Aj e - — ^ 

y° f — J^ aX Xzdx ^ . Trattasi ora di sostituire 

per z; quel valore che soddisfa all’equazione — ^ -f-t 

dx z 

—■ • -+- by =: o , e che abbiamo veduto (§. 6g. ) 

essere e ^ 2 Ma qui convien distinguere 

tre casi: i? quando w è una quantità reale, cioè 

rt J £ ; 2? quando w r= o , ovvero — a z r= b ; 

4 - 


3? quando w è immaginaria , ossia — a 1 <J b . 
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** * 

70. Pel primo caso adunque , fatto z =r 

f a- N 

ii . — ( — — - w ) X 

— ( ì a — w ) x „ v 2 y 

e ' , avremo y = Be 


— (t — “)* 


(,/ 


awx 




/ ’ 2UX Z* 

f 


(7 + ")* 


dx = 


( ■ — -+• V ) x 


fé ' 2 ' Xdx = ‘ 


Xdx ). Ma 

2WAT Z* 

ij e 

a 


2 WX 


2 

— - 2C0.V 




2 CJ 


«* Z* ( ;■+»)* 

—J' z 


Xdx 


rf‘ 


(t — )* 


Xitf ; dunque sarà y — 


f a N • Z « . v 

— ( 7 — «)* ^ -< 7 +«)* 

Be — — e 

20 ) 


- (f + «)* 


2» 


/• 






, ex N 

— f w)x , a . 

'■a ✓'(-—«)* 

/ e z XJ* 


71. Pel secondo caso, essendo 2 = e 2rtJr , 
avremo subito jv = Be ”” 2<i:)ir -H e ~ 3 - ax ^Aj^dx -f» 

f d *f’ 2mClX Xdx ^ , cioè y = 2 ?e -f- 

e ■+■ x J' e * aX Xdx — J * p iax Xxdx ) 
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/ 


^8 


i ax 


Xdx — 


= e~ iaX (B - 1 - Ax+xf'A 

J * • iax Xxdx ) . 

72. Il terzo caso suppone w immaginaria, ossia 
della forma w V — 1 , che sostituita nel valore di y 


ax 


del primo caso dà appunto y — Be z e wx v — 1 


ax 


2 W V/ - 1 

\ 

ax 


• e 


e -.*V_, _ . _ 


— — — wx v — 1 , 

- ^ — wx v — 1 


2» V — 1 

ax . / — 

— — wx V — 


— 




wx V — 1 _ 

= J e ' e 


— #«(/- 


JWx . E sic* 

2» V — I 

come dalla teoria degli esponenziali immaginarj 

1 db wx J — 1 , , 

si ha e T = co s. wx rfc sen. wx . v — 1 ; 

ax 

perciò avremo y — B e 2 (cor. wx 4- sen.vx. V ~i) 

cv 

A 2 , , v 

— — —ì-=^ • e ( cor. wx — sen. wx . v — 1 ) — 
ìwV-i v J 

ax 


2 ( cos. wx — seti. wx. V — 1 ) 


2W — 1 

Xdx ( cos. wx -+- re«. wx . V — 1 ) 
ax 

e 2 ( cos. vx -f- seti, wx . ,) 


• • • • 


/ ' ax 


aw V ~ 


x . . 

; 
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r - 

J e 1 Xdx ( cos. ux — seti, vx . V — i ) 

ax 

= ( B — T= ì { * • cos. vx + . . 

V a« V — i / 

ax 

\J — i + ~ j{ ? . siti, vx -+■ 

ax 

r? 

. seti, vxj e Xdx . cos. vx — . . . . .' 

« 

ax 

— M 

-> — . cos. vx J e 2 Xdx seti, vx . Cangio la for- 
ma alle costanti arbitrarie , assumendo 

B — = A', e 4 - — = B' , 

ed ottengo per ultimo y = e aX ^ .d* cor. vx 

r~ 

. d' . . *«»• * vi 

-f- rew. vx -J- f e -Aax . cos. vx — ... 

w w 

r- 

COS.UX / 2 \ 

— - — ^ e Xdx le», io* 1 . 

73. Si sarebbe potuto integrare l’equazione del 

5. 65 dy cos. a* 4- aydx seti, ax = dxjlidx cos. ax 4- 

wrfdx mediante un moltiplicatore idoneo P , funzione 
della sola x; onde avrebbesi Pdy cos. ax-\-Paydx seti, ax 

= PdxJxdx cos.ax-\- APdx nella quale il primo 

membro dovrà essere un differenziale completo , e 

conseguentemente si avra f - — ^ 1 = . . . 
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( d. Pay se n. ax\ c|ofc dP. cos. a3c _ a Psen.a3i^ 
V dy J ’ . ; - . dx . . i ; 

. dP ladxsen.ax . • 
aP sen. ax . e quindi = — » ca 

tegrando /o^. /* = — 2/q» 1 . coi. ax , e perciò 

P — — 1 ' , che sostituito nell’equazione la tras- 

rnt 


cos. ax 

, . dy • aydx sen. ax 

forma in J -»- — 1 


dx 


coi. ex* 


*f XJ 


cos. ax 


cos. ax 
Atix 


Xixcos.ax -+- -= • Questa poi inte- 

»<ir /'j v» *■ 


cos a x 


T- ” " ' -IX * 

grata diventa — - — = /- — — -t / A r dx coi. ax + 
coi. av .7 cos.ax^J 

sUtwg^ax _ tang^ax fadxcàs.ax— 4 fxdxsen.a* 
a a J a J 

-f- fi ì e moltiplicando per coi. «X 

a 

A ■ n ' 

nasce in fine y = — se»* ax ~H 2? cor. ax -+* 

a r 

4 . sen. ax fxdx cos. ax — 4 cos. ax f Xdxsen.ax , co- 
a j „ a ./ 

me si era dianzi trovato y 

Da ciò apparisce 1 * artifizio, di cui Tensilmente 
deve essersi servito Clairaut nella sua Teoria della 
Luna Pari. 1 . Art. IH. §• 3. per integrare un’ equa, 
zione affatto analoga a questa mediante il moltipli- 
catore qui da noi ritrovato . 

74. Si può agevolmente applicare all’ equazione 

-f. — X il bellissimo metodo del Sig. De 

dx 3 - 

la Grange, esposto negli Atti di Berlino pel * 77 5 - 
pag. 190., per integrare qualunque equazione linea. 

4 . , dy 

re dell ordine », della forma Py -+- 0 .^ ■+“ 

R W .+. eC . -H v£t = X , dove P, £, R , ec. 

dx 3 - dx n . 1 . 

F » ed X sono funzioni di x, supponendosi noto 
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l' integrai cómpleto di quest’ equazione nel caso di 
X =: o , il quale sarà necessariamente di questa 
fosma y = Ap ■+• Bq - 4 * Cr 4 - ec. , essendo A , B , 

C , ec. costanti arbitrarie in numero di «, e p,q t y, 
cc. funzioni di x , dove non entrano le dette co- 
stanti, e che sono tanti valori particolari di y nell’ 
ipotesi di X = c . > 

75. Consiste il detto metodo nel riguardare le 
arbitrarie A , tì , € , ec. come variabili indetermina- 
te , e suppor nulle nei valori di dy , ddy , d 3 y , ec. , 

d ìl l y le parti , che dipendono dalla variabilità di 
queste quantità A , B * C ; con che si avranno le 
seguenti equazioni : 

dy =: Adp 4 - Bdq 4 - Cdr 4 - ec* 

o = pdA 4- qdB 4- rdC 4- ec. 

ddy = Addp 4- Bddq 4- Cddr 4- ec. 

o . . dpdA 4™ dqdB 4 “ dydC 4 “ ec» 

d 3 y ere Ad 3 p 4** Bd 3 q -4- Cd 3 y 4 - ec. 

o ^^.ddpd A-q—ddqdB ddrdC-+- ec. 
dty = Ad*p 4- Bd 4 q 4- Cd*r 4 - ec* - 
o —d 3 pdA-{-d 3 qdB-t-d 3 rdC-i- ec. 
ec. 

d n ~~ l y= Af-"p 4- B/”* 1 ? 4 - Cd n ~~'r 4- ec. ' 

o =d n ~~ 2 pJA 4- d n 2 qdB 4- d 11 2 rdC 4- ec. 
Poscia 

d ll y 3 c Ad n p 4- Iid H q 4- Cd n r 4 - ec. ' 

4 - d n l pdA-{-d n 1 qdB c£ l *>viC4~CC. 

In questa maniera si vede , che le espressioni 

di y , dy , ddy , ec. d 1l “~~ l y hanno la stessa forma , 
che avrebbero qualora A , B , C , ec. fossero co- 
stanti , e che l’ espressione di d V y non differiste 
da ciò che ella sarebbe in questo caso se non per 

li termini ” 1 pd A 4- d“ *qdB-t~ -rdC-\-cc. , 


1 


6i 

che vi sono aggiunti . Ora siccome nel caso di 
A , B , C , ec. costanti , i valori di y , dy , ddy , 


ec. d n y soddisfanno per l’ ipotesi all’ equazione pro- 
posta allorché vi si suppone X s= o , qualunque 
altronde esser possano i valori di queste costanti ; 
di qui è facile argomentare , che sostituendosi in 
quell’ equazione i valori predetti di y , dy , ddy , ec. 

d u y , tutti i termini si distruggeranno , ad eccezione 

de’ termini del valore di d n y, che dipendono dalla 
variazione delle quantità A , B , C , ec. , e del ter- 
naine X, che prima si era supposto nullo. Conse- 
guentemente si avrà l’ equazione 

d pdA + d qdB’+’d 1 l rdC-^-CC. Xdx 1 , 
e quest’equazione essendo combinata colle »— t 
equazione di condizione 

pdA -+- qdB -+• rdC -1- ec. = o 
dpdA ~\-dqdB — ì— dvdC — f- ec. o 

' ddpdA —f— ddqdB-\-ddfd C-) — CC. — - O 

d 3 pdA -\-d 3 qdS-i-d 3 rdC-t- ec. = O 
ec. 


d n ~~ ì pdA-bd n ~ l qdB+d n ~~ 2 rdC-ì-zc. = o , 
se ne dedurranno colle regole ordinarie dell’ elimi- 
nazione i valori delle « ditferenziali dA , dB , dC , 
ec. ; e da questi mediante l’integrazione si avranno 
quelli di A , B % C, ec. , i quali sostituiti nell’espres- 
sione di y = Ap -1- Bq Cr -1- ec. danno l’inte- 
grale completo dell’equazione proposta. 

76. Applicando questo metodo alla nostra equa- 
zione a 2 y = X , osservo prima, che l’ in- 

tegrai completo di essa, allorché si suppone 
i y == A sen. ax -4- B cos. ax (S, 66 . ) . Supposta per- 
tanto la variabilità delle arbitrarie A , e B , ne ri- 
traggo le due equazioni 


I 
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clA sei:, ax -+- dB cos. ax = o , 
ad A cos. ax — adB seti, ax = Xdx . 

Per ottener da queste i valori di dA, e dB , 
coll’eliminazione , moltiplico la prima per a cos. ax , 
e la seconda per sen. ax sottraendola dalla prima ; il 
che mi dà adB = — Xdx sen. ax , ovvero I.* dB = 

■ — ~ Xdx sen. ax . Sostituisco questo valore di dB 

nella prima , e dividendo per sen. ax ne ricavo 

11. 1 dA = —-Xdx cos. ax. L’integrale di questa IL* 

mi dà A = — 
a 

quella I.* è B=s — V xix sen. ax -f- B' . Sostituisco 

questi valori nell’ equazione y — A sen. ax -+- B cos. ax 
ed ho per l’integrale completo, ehe si cerca , 
1’ equazione y = A' sen. ax -H B'cos.ax -q- . . . 

~~ sen. ax f Xdxcos. ax — — cos. ax f Xdx seti, ax , co- 

« J * J 

me al § 65 , 




Xdx cos.ax -4- A' , e l’integrale di 
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articolo vii. 


Sopra la determinazione del centro di pressione ne 
fondi delle botti poste orizontalmente . 

\ 

77 • E cosa assai rimarchevole, che anche in mol- 
ti oggetti comuni e triviali di economia domestica, 
qualora si voglia stare a certa precisione e rigore , 
non si possa fare a meno di ricorrere all Analisi 
Infinitesimale, la quale pare altronde riservata alle 
sole sublimi speculazioni , ed agli oggetti più ele- 
vati , e più rimoti degli usi ordmarj della vita. Tra 
gli altri abbiamo di ciò un esempio singolare nelle 
botti , che orizontalmente situate e piene di liquore 
fossero in pericolo di sfiancarsi ne' loro fondi per 
la preponderanza della pressione del detto liquore 
sulla resistenza delle commessure e legami che essi 
hanno col restante della botte; e per cui si tratta*, 
se di trovare quel punto , che deve essere puntella- 
to con qualche palo o sostegno esteriormente appli- 
cato , onde equilibrare o supeiare la detta pressio- 
ne • Un tal punto, che si chiama il centro di pres _ 
sione, è quello, per cui passa la risultante di tutte 
le pressioni esercitate contro tutti i punti del fondo 
della botte, ed è in conseguenza quel punto, a cui 
deve essere applicato esteriormente il puntello per 
impedire lo sfiancamento del fondo • 

78 * Il metodo di ritrovare questo punto e af- 
fatto simile a quello di ritrovare il centro di gravi- 
\ tk nelle figure piane- Se per l’estremità superiore 
del diametro verticale del fondo della botte si gui- 
da una tangente , c questa si prende pei 1 ’ asse de’ 
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momenti , egli è manifesto per li principi di Stati- 
ca , che il momento della risultante delle pressioni, 
ossia la somma di tutte le pressioni moltiplicata per 
la distanza del centro di pressione dal detto asse 
deve essere uguale alla somma de’ momenti di cia- 
scuna pressione elementare , ovvero alla somma de 1 
prodotti di ciascheduna pressione elementare molti- 
plicata per la distanza dell’ elemento premuto dall’ 
asse mentovato . Dal che ne viene, che se si divi- 
de la somma de’ momenti per la somma delle pres. 
sioni , il quoziente dà la distanza del centro di pres- 
sione dall'asse, cioè la precisa situazione di detto 
punto . 

79. Chiamo pertanto a 1 ’ altezza del punto più 
elevato del ventre delle botte sopra l’ estremità su- 
periore del diametro verticale del fondo che si sup 
pone circolare , v il semidiametro del fondo stesso , 
x P ascissa computata dal termine superiore del 
detto diametro verticale, y l’ordinata orizzontale 
corrispondente ; con’ che sarà lydx , ovvero 
2 c!x\/ ( irx — r xx ) l’elemento del piano circolare, 
e moltiplicando questo elemento per la gravità spe. 
cifica del liquore premente, che diremo 1, e per la 
sua distanza a-i-x dal punto più alto del fluido, 
avremo ì[a •+ x )ydx per la pressione sofferta dall’ 

elemento , c quindi J\a-^x)ìydx per la somma 

delle pressioni contro il segmento circolare superio- 
re sotteso dalla corda ly , il qual segmento si darà 
S. L’equazione del Cerchio differenziata dà rdx—~ 
xdx rr ydy , ovvero xdx — rdx — — ydy , e sostitui- 
to questo valore nella formola J\ a x ~)iydx , 

questa si cangia in ajvydx -4- rj\ydx — J^y ì dy 

= ~y 3 -1- Cast. =r alla pressione 
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contro il segmento circolare 2; e siccome questa 
pressione svanisce insieme col segmento, cioè quan- 
do 2 “ o , ed y = o } si ha perciò Coit. ~ o , 
e conseguentemente la detta pressione = (rt_p.j-)2 
2 

* -y , la quale per tutta l’area A del cerchio , a 

motivo di y = o , diventa ( a -4- r )A . 

Se poi la pressione elementare i( a-4- x)y {x 
si moltiplica per la distanza x dell’elemento dall’ 
asse de’ momenti, nasce ( ax-\-xx)zydx pel momer. 
to della pressione elementare, ed integrando si ha 

fa xx )zydx per la somma de’ momenti di tut- 
te le pressioni elementari esercitate dal fluido con- 
tro il segmento circolare 2. Sostituendo, come 

dianzi, il valore di xdx , risulta ax -4- xx )zydx 

— arj'iydx — dy -4- \Jx}ydx — ar'L ■ — . ^cy 1 

H- *Jx*dx yj ( ir x — ) . Per trovare il valore 

fieli’ integrale Jlc l dx \J ( 2 rx — xx ) ricorro al teo- 
rema , che si ricava dal Calcolo Integrale 

(l m dx( ax-Uh^) n — * m ~"(«x 4- ***)""*“ 1 _ 

(»-*-» )a r._m— i , , . , n m , 

fai'fa^faxTbJ X Max-hbxx) , dove posto 

W = 2 , «.= i * « = ir , b - — i. si ottiene 

7 x*dx \/ (ìrx — xx) = -x(zrx — x* ) z -+- 

4 

-Lj Jxdx V ( irx — xx) = — — xy’ -4- ~rjy(rdx — 

yfy) ~ — — xy 9 ry 3 -4- — r 2 2 -4- CW. La- 

«nde la somma de’ momenti delle pressioni contro 


V 
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il segmento 2 sarà ^ ar + — r *)*- (r* 

— * H — senza costante, perchè svanisce la 

«omma de’ momenti allo svanire di 2 , e di y. Mu- 
tando poi, per tutta l’area circolare , il 2 in A, 

ed y in zero, abbiamo ^ur-4- ~-r x ^ A per la som- 
ma de’ momenti delle pressioni contro tutto il piano 
circolare . Perlocchè divisa questa somma per quel- 
la delle pressioni (a-+-r~)A, si avrà 


(ar- 




ir* 


( a r)A 


= — per la distanza del centro di pressio- 

d -j- T 

ne dall’estremità superiore del diametro verticale, 
che è quanto dire , che il centro di pressione si trova 
sul diametro verticale al di sotto del centro del fondo 
circolare della botte per un tratto eguale ad un quarto 
della linea terza proporzionale al semidiametro del ven- 
tre della botte , e al semidiametro del fondo. Il- che 
era ec. 

8o. Cor. r. Se il fluido premente non si alza 
al di sopra dell’ estremità superiore del diametro 
verticale del fondo , e conseguentemente diventa 
a=oj allora il centro , di pressione si trova sotto 
>1 centro dal cerchio per un intervallo eguale ad 
un quarto del raggio. 

8r. Cor. 2. Se si vuol sapere quinta debba 
essere l'altezza a del liquore sopra l’estremità su 
periore del diametro verticale , affinchè il centro di 

pressione caschi ad una data distanza — sotto il cen- 
ti 

r 3 - f 

SS — dal che 

4 (a-t-r) n 


tro del cerchio ; basterà fare 


si ha 411 H- 41- == nr , ed a = 


(ti— •»)/■ 


Così affin- 


chè il ceutro di pressione sia discosto dal centro 
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del celino per un sólo ccntèsimo del raggio, dovrà 
essere a uguale a venti quattro volte il raggio . 

8x. Cor. 3. E se all’ opposto il liquore si alza 
in infinito sopra il putito più elevato del diametio 
verticale del fondo, sicché sia a~ oc i allora il 
centro di pressione coincide col centro stesso del 
ceichio . 

83. Scol. La pressione ( a -4- r )A contro il 
fondo della botte si trova immantinente per un teo- 
rema notissimo d’ Idrostatica , che la pressione eser- 
citata da un fluido contro una superficie qualunque 
è uguale al peso di un volume del fluido , clic ri. 
sulla dal moltiplicare la superlicia premuta per la 
distanza del suo centro di gravità dalla superficie 
del fluido premente. 




ARTICOLO Vili. 


Sulla dispersione de raggi di luce eterogenei , 
ovvero diversamente colorati . 

84. Intorno alla legge, con -cui si separano gli uni 
dagli altri i raggi di luce di diversa specie allorché 
nel passare da un mezzo in un altro di densità 
differente si torcono dal ‘primo cammino, ovvero si 
rifrangono, tre ipotesi sono state immaginate da tre 
sommi uomini , Newton , Eulero , Clairaut . Nessu- 
na di queste si accorda colle sperienze , e più delle 
altre se ne allontana quella di Newton, la quale è 
anzi totalmente appoggiata ad un esperimento erro 
neo, che ingannò questo grand’ Uomo, e ritardò 
per lungo tempo il progresso dell’ Ottica, cioè di 
quella Scienza, che può dirsi poco meno che crea.» 
ta da lui . 

85. Il rapporto della refrazione ( a ) de’ raggi 
meiii nel passare dall’ aria in un dato mezzo rifran. 
gente sia espresso da ni: i , e quello de’ raggi estre- 
mi , cioè violetti sia M : t . Nel passaggio poi dall’ 
aria ad un altro mezzo diverso dal primo il detto 
rapporto per li raggi me dìi sia «:I, e per gli estre*. 
N:i. Ciò premesso, il rapporto M — m:N — n è 
quello che si chiama il rapporto della dispersione de’ 
colori . Qui è da notarsi, che essendo M — m , ed 
N — « quantità molto piceiole , possono rappresen- 
tarsi co’ differenziali dm , dn , vale a dire AI — mzss 
dnt , ed N — n =: dn . 


(a) Per rapporto della r?Frazione s’ intende il rapporto 
del seno dell' angolo d’incidenza al strio dell’ angolo di 

redazione . 
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I. 

Ipotesi di Newton . 

86 . Secondo Newton sta m — i:M — I — 1 : 
N— 1 ; donde segue m — 1 : M — m : : n — 1 : AT-— w , 
vale a dire m — i:«— 1 ::M—m:N — n::dm:dn. 
Questa proposizione è appoggiata al seguente espe- 
io. rirnento : EAF (Fig, io ) c un vaso prismatico pie- 
no d’acqua, entro cui è collocato un prisma di ve. 
tro CBD coll’ angolo rifrangente B rivolto all’ insù. 
Un raggio di luce GH viene a rompersi in H , in 
/, in K , ed in L , andando per HI , IK ,At, LM . 
Per li punti H, I, A', L si guidano alle superficie 
rifrangenti i perpendicoli Pp , PQ, Q.R , Rr • il 
rapporto della refrazione de’ raggi medii dall’ aria 
nell' acqua sia m: 1 , dal vetro nell’ aria 1 , e 

conseguentemente dal vetro nell’ acqua sarà ni - » « 
Denomino per brevità gli angoli GHp , ECB , CB Z>, 
BDF, MLr unicamente colle lettere H, C, fi, D, L. 
dei loro vertici. Suppongo, che gli angoli fatti dal 
raggio coi perpendicoli alle superficie rifrangenti 
sieno molto piccioli , sicché possano supporsi a un 
dipresso proporzionali ai loro seni . Sarà pertanto 

PHl = 1 H, e P 1 H— TPH — PHI=:C— 

Di qui viene OIKz= — PIH = — £ -H , ed IRQ 

* n n 11 

- z=B — QIK = B . — M -C H — -H . Inoltre RI(L -- 

n n 

n ~II(Q —-B- C-f- — H. ed RLK=z D - RKL 

m m m, 

= D —B -f- C -H ; onde finalmente L = 

m m 

m . RLK — mD — nB •+■ mC — H . Ora il raggio 
incidente GH, e 1 ’ emergente ML prolungati , quel. 
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lo in HVZ, questo in LVXY formano l’angolo 
HVX. che diremo V , uguale a PHV — HY X ; ed 
HYX , ovvero SYL — NSR - SLV = A — L ; 
rnd’ è PHV + L — A = /f L — A y t so- 

stituendo il valor trovato di Z, , si offre V 
ni ( Z? — f- C ) — • nB — A - ]\la D — f- C /f — {— H , 
perchè ciascuna di queste coppie forma quattro ret- 
ti co’ due angoli ACB , ADB . Dunque F 
hì ( A -f- B ) — iiB — Az=z(m — i )A — ( n — m)B . 

Per li raggi estremi , o violetti , nominando 
M : i il rapporto della refrazione dall’ aria nel]’ 
acqua, ed N : i dall’aria nel vetro, sarà per questi 
l'angolo V = ( Af — A — (N— M) B . 

Se pertanto i raggi medii emergenti dal prisma 
nell' aria risultano paralleli ai raggi violetti emergen- 
ti , allora restando lo stesso per le due specie di 
raggi l’angolo V, nasce l’equazione ( m — i )A 
— — = (A/ — i)A — (N — M)B , dalla 

quale si deduce [M — m)(A-\-B) = (jY — n)B , 
e quindi 1’ analogia B : A -f- B : : M— m : N — il :: 
dm : rìn . 

Ora nell’esperimento di Newton, che è l’otta- 
vo della proposizione terza libro I. part. II. della 
sua Ottica, nel raggio emergente LM riusciva pa- 
rallelo all'incidente GH ; e però F=o, e conse- 
guentemente (;« — i )/f — (n — w)B = o, vale a 
dire B : A : ; in — i : n — m , e quindi B : A -f- B 
: : m — i : — i : : dm : dii . Dal che apparisce , 

che la Teria di Newton suda dispersione de’ raggi 
diversamente colorati è un’ immediata conseguenza 
di quell’ esperimento , il quale però fu scoperto da 
Dollond insussistente , e quindi anche fallace la con- 
seguenza . 

87. Il Sig. Hennert nel tomo sesto del sup 
Corso di M tematica § 417. chiamando R : 1 il 

rapporto della rifrazione de’ raggi rossi, V: t de’ 
violetti, ed avvertendo, che l’ ipotesi Newtoniana 


t 


conduce necessariamente all’ analogia — — 1 : 

b K V 

— i : : R — i : V — t , da questa egli ne trae 1 ’ e- 

R n ' -V .. i 
quazione y — R — — = -g- — V — - R , ovve- 
ro, die’ egli ; R z — R p 2 — F, e quindi R — V \ 

che è assurdo , giacché ve verrebbe , che i raggi rossi 
sarebbero egualmente refraugibili che i violetti. 

B x j 

]Ma fatto sta, clic l’equazione ^ — R — — 


m 


vece di dare, l’ altra voluta 


R li 

dal Sig. Hennert R 2 — /{ = F 2 — V genera questa 
notabilmente diversa R z — R — R 2 V zzz V 2 — V 
— V 2 R . 

Può vedersi nella Memoria di Eulero sopra la 
legge di ref razione de' raggi di differenti colori negli 
Atti dell’ Accademia di Berlino per l’anno 173 3-, 
in qual maniera egli impugna col puro calcolo ana- 
litico l’ ipotesi di Newton . Convien però confessa- 
re , che gli argomenti di Eulero non sono senza 
replica, e che la rovina di quell'ipotesi non è ope- 
ra loro . Si veggano intorno a ciò le ingegnose ri. 
flessioni di D’ Alembert nel terzo tomo de’ suoi 
Opuscoli Matematici §. 873. 


II. 


Ipotesi di Eulero . 


88. Ptr ritrovare la relazione fra m ed M, co. 
me pure fra n cd N Eulero stabilisce i seguenti 
postulati: 1? N sarà espresso per u nella stessa ma- 
niera che M lo sarà per tn : 2? Se mr: 1 , anco 
M dee riuscire ~ 1 , perchè allora i due mezzi so. 



?) 


no i medesimi, e non vi ha refrazione. 3? Se in 
vece di vi si pone — , l’espressione analitica, che 


m 


dà M per m , dee trasformarsi in — : avvegnaché 

ÀI 


allora i raggi vanno dal secondo mezzo nel primo , 
ed il loro cammino è Io stesso, come dal primo 


mezzo nel secondo. 4. 0 Se si ponesse nm in luogo 


di m, anco l’ espiessione di M dee càmbiarsi in 
MN. A tutte queste condizioni si soddisfa ogni 
qual volta si fa N uguale a quella stessa potenza 
di M , alla quale deve elevarsi vi per ottenere n , 

cioè a dire con assumere « = ed A l = M x . 

Da ciò immediatamente si ricava il rapporto 
Al •— m : N — n , ovvero Ani : in . Imperciocché 


dall’ equazione » == tw* presi i logaritmi abbiamo 


a dm 


Oltracciò A. log. » = — , e A. a. log. m =: 

log. m n 


dm log. n 
m log. m 
A. x log. vi , sarà pure 


m 


e però essendo A. log. 11 r= 

dn ■ dm log.n 

= — 5 — , ovvero 


n m log. m 

Am : Ah ::m log. m : n log. n . 

89. In questa Teoria scontrasi l’errore, o per 
lo meno 1’ affatto gratuito supposto nella stessa pri- 
ma condizione , cioè che debba darsi un’ equazione 
generale e comune fra M, ed ?», del pari che fra 
N, ed m. Non dipende M nnicamente da w, ma 
ben anco da altre cose, forse neppur suscettibili di 
espressione matematica . 


: 1 
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IH. 

. ' * I , . 

Ipotesi di Clairaut . 

90. Supposta la forz? attrattiva dei mezzi , si 
nomini g la velocità d’ una particella di luce nell' 
istante ch’ella entra nella sfera di attività del mezzo 
rifrangente; / l’angolo fatto in quell’istante dal rag. 
gio incidente con una perpendicolare alla superficie 
rifrangente; a la distanza, in cui comincia 1* azion 
della forza , dalla detta superficie ; x la distanza da 
questa superficie , alla qual distanza si suppone il 
corpuscolo arrivato in un certo tempo scorso dopo 
quel primo istante dell' ingresso nella sfera di atti- 
vità; v la velocità del corpuscolo in questa distan. 
za ; X la forza attrattrice in tal distanza , risultante 
dall’azione combinata dei due mezzi sul corpusco- 
lo; <p l’angolo formato dalla direzione^.del raggio 
in questo luogo «olla perpendicolare alla superficie 
del mezzo rifrangente. Ora risolvendo la velocità v 
del corpuscolo nelle due velocità, una parallela alla 
superficie rifrangente , l’altra perpendicolare , è ma- 
nifesto , che questa seconda risulta zzzvcos. 9, e 
che questa sola viene alterata dall’azione della for- 
za attrattrice, la quale si esercita perpendicolarmen- 
te a detta superficie, rimanendo al contrario intatta 
la prima velocità vsen. <p. Con ciò il principio del„ 
le forze acceleratrici ci somministra 1’ equazione. 
- — Xdx =; vcos. <p d. vcos.tp , ovvero — * - xXdx =3= 

2vcos.<pd.vcos.<p, la quale integrata dà — iJXdx 

=2 v 1 eos. <p a —f— Cosi. Per determinar la costante , os- 
servo, «he nel momento dell’ ingresso del corpusco- 
lo di luce nella sfera d’ attività , la velocità v si 

cangia in g t l’angolo <p in /, e l’integrale 
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che è sempre una funzione di x , diventa una fun- 
zione di a, che diremo A; con che avremo 
Cosi. = — 2 A — g 2 cos. I 2 Sarà dunque ia nostra 

equazione iA — xJ^Xdx = v 2 cos. <p 2 — g 2 cos,l 2 

Suppongo ora , che il corpuscolo entrato appena 
nel mezzo rifrangente conservi quivi la velocità b , 
e la direzione del raggio faccia ivi colla perpendi- 
colare alla superficie del mezzo l’angolo li , e che 

i integrale J^Xdx , posto ia esso arso, si trasfor- 
mi in Bj ed allora la predetta equazione si cangia 
in zf A — B ) = b 2 cos. R 2 — g 3 cos. 1 2 h 2 g 2 

— b 2 sen. R 1 -f- g 2 seti. I. 2 Ma l’inalterabilità della 
velocità del raggio in direzion parallela alia superfi- 
cie rifrangente porta seco 1’ equazione bsen. R = 
g seti. 1 , e conseguenttmente i(A — B ) b 2 ~g 2 , 

c per «Limo * = = il 

'g sen.R r |_ g 2 J 

che mostra l’invariabilità del rapporto della retrazio- 
ne , cioè di - en ‘ 1 . 

sen.R 

iU—B) 


Posto dunque J 


m 


i 


m : i ne 

raggi medii, ne deriva ( m 2 — » i )g 2 = 2 ( A — - B ) , 
e differenziando nasce gdg( m 2 — i ) -+- g 2 mdm = o } 

, (ni 2 — i) dg . . 

ovvero dm — . — . In un altro mezzo 

g 

2(A—B) j 

i)g 2 = 2(A~ B) , 

e differenziando , come prima , dn = — ~ _ . ‘Il . 

n £ 

Laonde il rapporto della dispersione de' colori, cioè 

dm:dn verrà espresso da — . Ma anche 

m n 

questo rapporto, non meno che gli alni due, pre- 


differente avremo pe’ raggi medii n 
= « : I , e quindi ( « 2 


ir 1G. 
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cedentemente dedotti dalle Teorie di Newton» ed 
Eulero discordano dall’esperienza, per modo, che 
bastantemente palesano 1’ insussistenza dalle medesi- 
me . In fatti Dollond trovò pel vetro comune il 
rapporto mezzano di refrazione m:x =2= 1,55:1 ; 
e pel vetro flint n : 1 = 1,^8 : I ; ed il rappor- 
to di dispersione dm: dii = 2:3. Laddove essere 
dovrebbe 

secondo Newton 

din : dn : : m — 1 : « — 1 : : 1 : 1,1094 ! 
secondo Eulero 

* . dm : dn :: m log. m : n log. n : : 1 : 1,1 1 1 \ 

secondo Clairaut 


dm : dii : : 


nn — r 


m 


: : 1 : 1,0804 


IV. 


Càlcolo delf esperimento di Dollond con due prismi 
di diverso vetro • 

91. Dollond prese un prisma di vetro comune 
con un angolo rifrangente di 30 gradi , ed uno di 
flint con un angolo di 19 gradi , congiunse 1’ uno 
coll’ altro, e trovò l'immagine solare senza colori , 
dal che egli conchiuse , il rapporto della dispersio- 
ne nel vetro comune , e nel flint esser quello a ari 
dipresso di a : 3. 

li. Sia ( Fig. fi. ) CAB il prisma di vetro co- 
mune, ABD quello di flint; il rapporto della re- 
frazione de’ raggi medii nel >, primo sia,»»:i, nel 
secondo il : i . II raggio incidente EF viene rifran- 
to secondo le direzioni FG , GH , HI . Ai punti 
F , G , H si guidano 1 perpendicoli Pp , QR , QS 
alle superficie rifrangenti; e si suppongono i seni 
proporzionali agli angoli; che qui si assumono piut- 
tosto piccoli . Nomino colle solle lettere F , A , li 
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£ 3 : angoli rispettivi EFp ,CAB,ABD. Abbiam 

dunque PFG = -ì- F , c PGF = A — - F. Inol. 

tri m 

tre HGR = —PGF = —A — -F , c QHG 
n n n ^ 

HGK- ZfGG = HGR — B = — -d — -F — F ; e 

nn 

quindi IffS — n.QHG =s inA—nB — F- Se quest’ 
angolo JHS risulta di valor negativo , allora è se- 
gno , che IH casca dall’altra parte di HS , ed il 
punto d’intersezione Q cade dentro il prisma AB Di 
Siene M , ed N pe’ raggi violetti ciò che erano 
in , ed n per li medii , ed avremo per quelli 1’ an- 
golo 1 HS = M.A — N.B — P . Se adunque non 
ki da comparire nessun colore , dovrà l’angolo 
IffS essere lo stssso per 1 ’ una e per l’altra specie 
di raggi, ovvero sarà inA — - nB — M. A — N.B , 
cioè (M — ni )A=z(N-~- n )B , e conseguentemen- 
te M — i-i/t : N — n : : dm : dn : i B : A : : 19 ° : 30° 
s : a : } all* incirca . 

Se si volesse un piò esatto rapporto di dm: da, 
si troverebbe din: da: : sen.Bsen. GFA :sen, A seti. GHB. 

V. 

Come con una doppia Lente Obbiettiva si tolga la di • 
spersione de' raggi diversamente colorati. 

92. Sia (Fig. 12) AB una Lente convessa di I2 
Vetro comune, e CD. una conca\ r a di flint , entrambe 
tirate sul comun asse GP , e sia per la prima il rap- 
porto ideila refrazione de’ raggi medii dall’ aria nel 
vetro m: i , degli estremi, o violetti M: t ; e per 
la seconda sia quel rapporto ne’ raggi medii « : 1 , 
negli estremi N: t. ..... 

La distanza del foco principale , ossia de’ raggi 

-• k . .• • : V ~ 


< 


\ 


1 


; ) 




i 

A 

i 

« 
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paralleli sia nella prima Lente pe’ raggi medii rr:/, 
pei raggi estremi =: F . 

La distanza del foco principale sia nella seconda 
Lente pei raggi medii per raggi estremi = (?. 

I raggi medii paralleli all’asse si rompono nella pri- 
ma Lente AB e vanno ad unirsi in H , e così ri- 
franti si rompono di bel nuovo nella seconda Lente 
CD, e ne escono uniti in K Supposti assai piccola 
la distanza EF delle due Lenti, diventa FU — EH 

• y p 

= /, ed allora trovasi il valore di FK = , 

8— f . 

siccome può vedersi dimostrato ne’ piò comuni libri 
di Fisica. 

Per egual maniera, se i raggi estremi o violetti 
si rifrangono nella prona Lente verso I, e indi nella 
seconda verso K, cioè verso lo stesso punto de’ 
raggi medii ad effetto d’ impedire la separazione 
degli uni dagli altri , cioè la dispersione ; allora es- 
sendo F/ == £7 = F , avremo similmente per questa 

specie di raggi la distanza FK = • Dunque 


la nullità 

fg 

g-f G-F ' 
si dimostrano le 


G — F 

della dispersione porta seco l’equazione 
IVla ne’ libri piò ovvii di Fisica 


f'-F: 

g:G: 

e da queste si ha 
F.G =z 


due seguenti 
M — i : m • 
N — i : h - 

firn — i ) 

M - i 

fgi m — i )(« — i ) 


analogie 


i 

» » 




G = 


gin — r ) 


.tf - 1 ) 

g jM — i )■ n — i ) — f(N — i )(/n — i ) 
( U — i )( V — . ) 

fgi m — i )( a -> i ) 


N — i 

G — F = 

F.G _ 
G—F 
fg 


£ t M- ,)(„-!) — /(lf— i)(m— «) — g-f' 
Dunque sarà?(Af — i)(« — i) — f(N — ì'}(m — i) 
== (f~ /,)(»« — ')(« — 0> e quindi — ;«)x 
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( » — i ) =/( N — «){«< — i ) , ovvero g ( « - i )dm 
= /( m — t )dn , ..i conseguentemente f-.g t: 
dm dn M — m N — n __ _ „ ’ 

: : • : . Ma Dollond tro- 
pi — » n — i /n— i n — i 

vò nel vetro comune m : 1 : : 1,53 : 1 , e nel flint 
11 : 1 : : 1,58 : » , ed inóltre dtlt'.dn:'. 2 : j , o più esatta- 
mente : ; 19:3». Dunque sarà f:gn — • , oppu- 


re più rigorosamente /:g: : — 1': 1,443 , ec * 

in questa proporzione dovranno essere tra loro le 
distanze principali de’ fuochi delle due Lenti mento- 
vate di. vetro comune, e di flint per impedire la 
dispersipne de’ colori; ed è poi altronde manifesto, 
che.:d#e quelle distanze si rendono subito noti i 
raggi di curvatura delle medesime Lenti . 


Teorema I. 

. \ 


93* Rappresenta m : t la ragione della refrazione 
de' raggi ' di mezzana refrangibilità nel passare da un 
mezzo ad un altro ì m -+- dm : I è la ragione di re - 
frazione de ' raggi violetti , cioè di massima refrangibili - 
tà , ed m - — dm : 1 è la ragione di re frazione de raggi 
rossi , cioè de' raggi di minima re frangibilità ; e la quan- 
tità dm essendo costante nello stesso mezzo , viene perciò 
assunta come una misura della potenza dispersiva. Chia- 
mo I /’ angola £ incidenza de' raggi di ogni specie , R 
l'angolo di refrazione de raggi rossi, R' de 1 violetti , r 
de' raggi tnedii, 0 di mezzana refrangibilità . Ciò posto 
dico , che 7 angolo di dispersione del raggio rosso e del 
violetto, cioè l’angolo R — - R' è sotteso da un areo 

__ 2dm tang. r essen J 0 t ,/ S(n0 tutto . 
m 

Dim. Abbiamo m — dm:i : : sen. I : sen 

* 1,1 • . « sen. J _ 1 

1 : : sen. I : sen. ti , cioè sen R == — , sen. R c= 

m — dm 


So 

s - ) coj = 

m -I- d/n ni — din 

^ ^ m -\- dm — ( en. j . Ora il picciolissimo zwgo* 
wj -4- dm , i 

/o //i dispersione c = — 2?', il cui seno è 

se n . (R — R‘ ) = seti. R cos. R' — sen. R' cos. R = 

sen ' K \/(»j 2 sen. I 1 -+- ìmdnt •+- dm 2 ) — — 


— din 2 
sen. I 

tn l — dm 2 

JfM. / 


V ( m 2 «— re». I 1 — ìmdnt -f- dm 2 ) = 


, .-il ^ (m 1 — sen. 1 2 -+. zmdm t 
tn — dm X. 

— ^ (.in 2 — re». 2 2 — - am/fiw -+- z2»» 2 ) J = 


dm 2 } 


sen. I r , , , , . 




mdm 


V ( ih 2 — re». 2 2 ) 
mdm 1 

ì_««. 7 2 )J 


v'O . 

2*»M re». * 


V ( 11,1 — re». / 2 ) ■+■ 

' \ 

zmdm sen. 1 

w 2 V ( w* 2 — re». I 2 ) m V (, ni 2 — ^ 2 ) 

Chiamato r l’angolo di refrazione de’ raggi di mez- 
zana refrangibilità , sarà sen. / = »> >" « c P ef ò 

. idm sen. r 

sen. ( R — R' } =r — — — j s T7 == 

v ' V( ,H — m sen. r ) 

2 r?w sen. r idm sen. r * dm tang. r ^ 

wVd — sen. r 2 ) m cos. r m 

•per la piccolezza dell’ angolo di dispersione 
R — R\ 1’ arco che sottende quest’ angolo non 
♦differisce dal suo seno . Dunque tale arco = 
a dm tang. r 


. Il che era ee. 


rn 
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Teorema IL 

94. Se i raggi sono refratti da due superficie in- 
clinate l' una all' altra come i lati di un prisma , ed 
oltre le precedenti denominazioni si chiama a /’ angolo 
fatto dalle due superficie rifrangenti , r /’ angolo della 
seconda refrazione de' raggi iifedii : dico , che [ angolo 
sotto cui i raggi rosso , e violetto sono inclinati f imo 
all' altro dopo la seconda rifrazione , cioè /’ angolo della 

, . . , idm sen. a 

loro dispersione e = 

1 cos.reos.r 

Dim. i? OB (Fig. 13) è il raggio incidente 13. 
composto di sette colori. 

2? FG , HI, LN , PR sono i perpendicoli alle 
superficie AQ, AS del prisma rifrangente QAS . 

3? BK , BM, BV sono i raggi rosso , medio, 
e violetto rifranti dalla prima superficie del prisma . 

4? KX. MZ , VT sono i predetti raggi rifranti 
dalla seconda superficie del prisma . 

5? Angolo rifrangente del prisma A=za. t 

6 ? Rapporto del seno d’ incidenza al seno di 
refrazione nel passaggio dall’aria nel prisma »/ : 1 
pe’ raggi medii * m — dm:t pe’ raggi rpssi ; m -\-dm \ t 
pe 1 raggi violetti . 

7? Prima refrazione de’ raggi medii MBG=r. 

8? Angolo di dispersione KB V — ~ dm rans ' r ■ 
pel Teorema I* 

9? Refrazione de’ raggi rossi KBG = r -+- 
dmtang. r 

m 

io.° Refrazione de’ raggi violetti VBG ==»••-— 
dm tang. r 


il. 0 Nuova incidenza de’ raggi medii BMN= 
i == a — ■ r , perche 1 , ed r aggiunti ad AMB , ed 

l 
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ABM fanno due angoli retti, come li fa con essi 
anche a , è però » -4- r = a , » = a — r . 

12? Nuova incidenza de’ raggi rossi BKlz= 

. dm tang. r 

. 

m 

13. 0 Nuova incidenza de’ raggi violetti BVR =5 

dm tang. r 

f H . 

m 

14? Seconda refrazione de’ raggi medii ZMLz=.r\ 
P però 1 : m : : sen. i : sen. r* =3 m sen. i t e cos. r' = 
V( 1 — m*sen.i L ). 

1 5? Seconda refeazione de’ raggi rossi XKH 
= R } e quindi 1 : >« — dm : : stn. (^i — ^ ^ : 

re». /?=(>» — 'i»i) sen. ^ i — - /n - r ^ =3 


.. ix. (m — dm) dm tang. r cos. 1 

(m - — dm) sen. 1 — — s= m sen. 1 

' m 

, , .dm sen. r 

— aw sen. ( a — r ) — cor. ( a — - r ) =3 

cor. r 

m sen. i — <&« ( re». a«J r — - re», r cor. « ) — 

reo. r , . 

— — ( sefI - sen. r -4- cor. a cos. r ) = nt sen. 1 — 

s.r ' 


cos. 


dm sen. a cos. r — 


dm sen. a sen. r 1 
cos.r 


: m sen. 1 — 


dm sen. a 


16? cos.R= V ^1 — in 1 sen. i l 


COS. T 

imdm sen. a sen. i 
cos. r 


) 


1 7? Seconda refrazione de’ raggi violetti TVP 
= R' ) onde 1 : »» -f- dm : : sen. ^ i -4- — tan ~- : 

sen. R‘ = ( w -f- dm) sen. ^ i -+- ci . m - tan ?' -- ^ 

( m -4- dm ) dm tang. r cos. i 


m 


( »r -4- dm) sen. i 

m sen. i -4- dm ( sen. a cos. r — sen. r cos. a) *4- 

dm sen. r ' , • ■ N 

* ( sen. a sen. r -f- cor. a cos. r ) 333 m sen. t -4- 

cos.r , v ' 


ed byi 


5gk' 


dm seti, a cos. r 
dm sen. a 


dm sen. a sèn. r a 




cos. r 


= m seti, i -f- 


cos. r 


1 8.° cos.R!— V — iti 2 sen. i 3 


tmdm sen. a sen. i \ 


cos. r 


)• 


19? Ora f angolo di dispersione dopo la se- 
conda refrazlone nell’ uscire dal vetro, cioè l’ango- 
lo, sotto cui concorrono i raggi rossi, e violetti 
dopo fa seconda refrazione, non è manifestamente 
altro che R' — R ; e conseguentemente per la sua 
picciolezza sarà R! — R — seti. (R‘ — R ) = 
sen. R ' cos. R — sen. R cos. R* ~ 

(m sen. i {/(cos. r' 1 sen : a _ 


( . dmsen.a\i/ r / ' 
m sen. \ f . / f C os. r '* — 


cos . r 
2 mdm sen. a sen . z 


coj. r 

tdm sen. a cos.r 2m 2 dm sen . a Jfzz. z 2. 


) 


2 d/n rcn. a , 


cos. r 


^7 ( cos. r 1 -f- m 2 sen. i z ) 


cos. r cos. r 
idm sem a 


cos. r cos. t 


1 . . Il che 


cos.r cos. 

•era ec. 

95. Cor. I. Questo Teorema generale assai 
rimarchevole, non si trova presso gli Scrittori di 
Ottica , ed in vece s’ incontra presso taluno quest’ 
altro affatto particolare , cioè che se il raggio inci- 
dente sulla puma superficie del prisma ba una tal 
posizione, che esca dalla seconda superficie sotto 
il medesimo angolo, con cui è entrato nella pri- 
ma , allora 1’ angolo di dispersione R‘ — R è 
4dm sen. \a 

= 7 — • Ciò non è che un corollario del 

cos. r' 

nostro Teorema , avvegnaché essendo per ipotesi 
la prima incidenza OBF uguale alla seconda refra- 
zione ZML , dovrà essere anche la prima refrazione 
MBG eguale alla seconda incidenza BMN per la 
ragione costante della refrazionc . Ma tanto i due 


34 _ 

angoli insieme MBG , B\fN , quanto il solo angolo 
A formano due angolo retti coi due AtìM , 
AMB; dunque 2 MBG ~ a, cioè zr = a , ovvero 


1 

— a } 

2 


quindi R' — R — 


idm seri, a 


cos. r co f. r 

zdmscn.à ^din sai. fa cós. i(l 4dm sen. \a 

Cos. Jh cor. ì' cos.iacos.r T 1 cof.r ; 

96. Cor. a. Se il raggio cade pcrpendicolar. 
mente sulla prima superficie del prisma , allora dir 
venta la seconda incidenza i ss a , e in conseguen. 

za sen. a s= sen.i = sen — r ; onde chiamato A l’an- 

— - m 

golo di dispersione R’ — R . nasce A = , 

cos. r cos. r 

. ■* - « i 

che* per essere >• = o, si cangia in A :U seìt,ì 


2 din tali;. ?•' 


m cos. r 


m 


97. Cor. 3. Per mistirare la potenza refrattiva , 
cioè m, e la dispersiva , ossia dm d’ una qualunque 
Sostanza rifrangente , basta misurare nel caso del 
Cor. prec. l’angolo di refrazione r de’ raggi mez- 
zani, e l’angolo di dispersione A; c si conoscerà 

subito così il valore di come Quello 

sen. a n 

di d,n= J2A,. 

- ; 2 tang.r 


VI. . 

forinole generali della dispersione de' colori 
per qualunque numero di Lenti. 


98. a? Essendo il sistema delle Lenti disposto 
sul medesimo asse, chiamo a la distanza dell’ogget- 
to dalla prima Lente; « la distanza della sua imma- 
gine . 
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a.° Chiamo b la distanza di detta immagine 
dalla seconda Lente; jS la distanza della seconda 
immagine da e>sa Lente. 

3 ? Chiamo c la distanza di detta seconda im- 
magine dalla terza Lente ; y la distanza della terza 
immagine da tal Lente . 

4 ? Dico e la distanza della terza immagine 
dalla quarta Lente; t la distanza della quarta imma- 
gine • 

E così discorrendo per le altre Lenti quante 
mai esser possano . 

5 ? Nomino p , q , r , s , t c. le distanze focali 
principati, ovvero de’ raggi me dii vegnenti da un 
oggetto lontanissimo, per la prima, seconda, terza, 
quarta Lente, ec. 

Ciò posto , e detto f il r* ;gio di curvatura della 
Superficie anteriore della prima Lente , g della su. 
perfide posteriore , n : i il rapporto della refrazionc 
de’ raggi medii nel passare dall’aria a questa Len. 


avremo , come 


noto , x = — , 

’ a — p ’ 


P = (7HTx7h^7 J • Per a PP licare questa, e le 
altre forinole analoghe susseguenti alla determinazio- 
ne del cammino de’ raggi di massima, e di mini sua 
refrangibilità , basta farle variare in ordii e alla 
quantità n , e prendere le Variazioni di « per mo- 
do, che il raggio medio si cangi in rosso, o violet- 
to. Ora le variazioni della quantità n ne producono 
una nella distanza dell’immagine principale dietro 
la Lente , ovvero un’ aberrazione longitudinale , la 
qual sarà z^dx, considerandosi come infinitamente 
picciole le variazioni di n. Peilocchè sarà dx = 
; ap __ a z dp _ «V dp _ x z dp 

a-p— (a-p)* ~ P x P z , ' 

Jp — — = — -P£ n — . Dunque so- 

r (n — i ) ' n — r 
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stituendo questo valore di dp nel precedente di dot, 
avremo 

/>(«•—!) 

nella qual formola il segno inferiore -f- vale pe’ 
raggi rossi, pe’ quali la variazione dn riesce negati. 
Va, il che rende positiva la detta formola. 

Sia per la seconda Lente, che qui supporremo 
d’ un altra specie di vetro, il rapporto della re fra- 
zione pe’ raggi medii n : i; ed essendosi detta q la 
distanza focale principale de’ raggi medii sarà q — 

9’tt-- quella pe’ raggi violetti; avvegnaché sicco- 

me C tt ~“ l )p = è dato pe’soli semidiame- 

f-i-e . 

tri delle superficie della prima Lente, così pure 
(»'-!)} sarà dato pe’soli semidiametri della secon- 
da, e però sarà costante; onde didcrenziando avre- 

mo (» -ri)dq-\- qdn z=. o , cioè da = — q-^~ ; e 
quindi la distanza del fuoco principale pe’ raggi vio- 
letti , che è q-i-dq, sarà q —q.jj^-. Per consegui. 

re presentemente l’aberrazione longitudinale della 
seconda immagine, ossi* il valore di dfi , basta dif- 
ferenziare 1’ espressione di fi zzz — — , supponendo 

b ~1 , 

, c q variabili, il che dà d..^- d.--— . ovve- 

P 07 

ro ce = — *— r 7-. Sostituisco per da il valore dian- 
. PP ijq hb ri 

zi^trovato, e per db il suo valere •— da. , ovvero 
j > prendendo le variazioni dn , e dn' positive ; 

con che ottengo ~ — i- °L - . _ dn - 

• quindi 
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II? J! = + 

b 2 \p[n-~ ») <» a g (n — i)/ 
ed in questa forinola il segno inferiore vale per 
l’ aberratone dell’ immagine rossa, come si è prima 
avvertito . 

Allo stesso modo, essendo nella terza Lente 

* = — — , ovvero — H — — = — , si ha difife* 
' c —r c y r 

renziando — H- — sss , e perciò ^ = 

et VI ” ■ 

<yy( — _» — ^ . Ma la distanza ,/S -f- c della secon- 
\rr cc J 

da , e terza Lente essendo costante , ne risulta 
de = — dfii ed è inoltre per egual ragione di p, 

e q anche per r il valore dr = — • J* > preso 

n" : i pel rapporto della refrazione de’ raggi me dii . 
Dunque sostituendo nel valore di dy quelli di dr , 
e dfi , si otterrà 

HI ? * = — • - + - 

L c \ «—I p » — i « q 


oc" \ M— I p 
i 2 c 2 i 

n"—i n x S 2 r ) ’ 


e qui pure si avrà la stessa avvertenza di prima in 
ordine ai segni . 

Procedendo di questo tenore, trovasi per la 
quarta Lente , per cui ti‘‘ : i esprime il rapporto di 
refrazione de’ raggi mediti la variazione della distan- 
za focale , ossia ¥ aberrazione longitudinale della 
quarta immagine , come segue 

XV 0 A = q: W(— T 

b 2 c*e \n — i p ii — i ax q 

dn* b 1 c l l ' dii"' b 2 c 2 e z i ^ 
i i x x ^ x y z s ) 


/ 


S3 

'Da ciò evidentemente si fa palese la legge 
dell’aberrazione longitudinale dell* immagine , ovve 
ro della dispersione de’ raggi differentemente colora- 
ti per qualunque sistema di l.enti . 

Il perchè , se si porta uguale a zero il valore 
ritrovato della dispersione , cioè di df, quando trat- 
tasi d’ un sistema di due Lenti; di dy , quando il 
sistema è di tie Lenti ; di th , allorché il sistema 
sarà di quattro Lenti; c così appresso: si avranno 
le equazioni opportune per determinare la forma , e 
la qualità delle Lenti ad effetto di render nulla la 
dispersione . 
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ARTICOLO IX. 

Sopra Ai densità e pressione dell’ Atmosfera terrestre . 


Problema I. 




99- JL i trovar e la relazione fra la densità del t aria, 

atmosferica , e l'altezza del luogo corrispondente , suppo- 
sta la legge delle variazioni della densità stessa , e del. 
Li gravità terrestre. 

Sol. Supponiamo che la densità dell’ aria' se- 
guiti la ragione d’upa potenza m de’ pesi compri, 
menti, e che la gravità seguiti quella a una poten- 
za inversa n della distanza dal centro della terra : 
si dica r il semidiametro terrestre, x l’altezza sopra 
la superficie, g la gravità alla stessa superficie, p il 
peso di tutta la colonna atmosferica dalla superfìcie 

in su i e sarà — — la gravità all’altezza xt e 
(M-.v)" 

posta y =s alla densità dell’aria nell’altezza 
A la densità 


alla 


x, e 

superficie della terra, avremo 


•grydx 


per l’ elemento del peso 


(M-a ■> n 

aerea, che si estende dall’estremo di x 


della colonna 
all’ insù . e 


quindi pel peso di tutta quella colon- 

na. Ora la legge delle densità ci offre l’analogia 

A:y::/V(— » c <l uindi V = 

ì ed estraendo la radice 


ra 


9 ° 


i 


in , nasce y 


m 


r=-A'“fjì'y^, e differenzilo- 
1 ) J (/■ Xf 


j, s t r+x) n 

da , c indi dividendo per y trovasi -^y dy = — 


i 

— *i 

m 


A vi n , 

“ di f t*** . . * • \ 

— y n . L integrale di quest equazione e 


ì 


m 


A vi h 

gA r 


— -f- Cosi. ; e poiché y =; 


i — m (n — i )p{r-i-x)'‘ 

A quando x = o, si ha perciò Cosi. — . . . 

i i ir. 

1 — — -i — -i 

A »i A »« ' A »i «Il 

- &-H. Donno. * =JL- = 

i — m (n-ri)p * i —m 

i 

che eri ec. 

(n— i)pL Vr-t-x/ J 

ioo. Cor. I. Se ora sarà w> i, è evidente , 
che nel supposto della densità y evanescente , o 
nulla, il primo membro di quest’equazione diventa 
infinito , mentre intanto ( posto n >• i ) il secondo 
membro rimane sempre finito, anche quando l’al- 
tezza x sia infinita. Non par dunque, che in quest’ 
ipotesi la densità y possa mai svanire, nè tampoco 
ad un’ altezza infinita , ma dee persistere anche qui. 
vi ad esser infinita. Questo paradosso s’incontra 
anche quando sia m = i , cioè supposta la legge 
ordinaria della densità in proporzione semplice de’ 
pesi prementi : avvegnaché in quest’ ipotesi inte- 

i 


— mi 


, . i m~ , A m gr‘4x . 

gracido 1 equazione -y dy^= — — . si 


l r+x)" 
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ottiene log. y 


g&r a 

(»— i X r -+**/' 


Cost. ; e Cosi. 


g&r 


log. A — - ^ — — ; e conseguentemente /o». ~ = 


d ° v ' si v ' ic > cHe > 
non può diventar zero , perchè allora il primo 
membro diventa infinito, mentre intanto il secondo 
riman sempre finito anche facendosi infinita I’ altez* 
za x; ond’ è , che anche a quest’altezza infinita la 
densità y persiste ad esser finita. 

ScOL. I. Il Sig. Giovanni Playfair Prof, di 
IVIatem. ne Ih Università di Edinburgh in una assai 
bella Dissert. sopra le cagioni , che alterano P esotici . 
ta delle misure barometriche $. 36. inserita nel 1? to- 
mo delle Transactions of thè Royal Society of Edin- 
burgh 1788. da una consimile equazione nel suppo. 
sto di y = o ne inferisce, che il semidiametro ter- 
restre r è infinito, e di qui che thè athmotphere OH 
ibis supposition admits of no limit , illazione visibili 
mente assurda essendo contro il fatto , e la natura 
delle cose il dare al semidiametro della terra una 
lunghezza infinita . 

101. Cor. II. Supposto sempre « > 1 , e fatta 
x=oo, diventa log. — = » c preso * per 

-g&r 


la base de’ logaritmi iperbolici sarà y e= Ae l n—i.p^ 
che esprime la densità dell’aria ad un altezza infi- 
nita dover essa trovarsi tuttavia visibilmente finiia. 
ioa. Cor. III. Supposto poi = risulta 
— lAr / » > — gAr / 2"- 1 — 1 \ 

y=Ae (n “ l) A OpV- 

= D , denotando per D la densità dell’ aria all’ al- 


9* 

za 

, £ A r ' 2”* 1 — I \ 

e («-0A ' • e sé T 


tczza d’ un semidiametro terrestre, onde — 

. k A 


esprime la densità dell 1 
— £&r 

aria ad un’altezza infinita . avremo ^ = 

“■ -, 

2 n ~ r — I 


bocchi f- = (J) ‘“".C t, = 

i • ' • • •/ 


. Se ora si suppone la gravità in 

ragione inversa del quadrato delle distanze dal cen- 

Y D z 

tro della terra , cioè n = 2 nasce — » = , ed 

A A 2, 

^ r 

Y = ; il che dà questo bel Teorema: nell 

ipotesi Newtoniana della gravità terrestre , e nella co* 
mime Boyleana 0 Mariottima de' pesi comprimenti , là 
densità dell' aria atmosferica ad un infinita distanza 
dalla Terra è terza continua proporzionate dopo la 
densità alla superficie della terra , e dopo la densità 
all altezza d’ un semidiametro terrestre sopra la super- 
ficie . 

Scol. H. Questo limite della rarità dell’aria at. 
mosferica non pare essere stato conosciuto da New’- 
ron, il quale anzi mostra di credere , che l’aria si 
rarcfaccia in infinito ascendendo in infinito sopra la 
superficie terrestre . Reco qui tutto il passo di 
Newton, che è memorabile per le sottili riflessioni 
di questo grand’ Uomo sulla coda delle comete . 
Dice egli adunque nel lunghissimo Esempio della 
Prop. XLl. del Lib. IFf. de’ Principi i Inde vere ( per 
regulam multis ex peri mentis eonfirmatam , quod coni- 
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py èssiti tteris sit ut fonditi àthmosphaerat ìncumbentis , 
qttodqué gravita* sit reciproci ut quadratura distmtiae 
incornai a centro terrai) covspitiatronern per corol. prop. 
XXII. Lib. II. ùntatelo , inverti qnod aer , si ascend i 
tur a sttperjicie t ernie ai aitila Ameni semidiametri uni ir s 
terrestri s > rarior sit quam apttd ttos in ratiorie longe 
majori , quam spatii omnis infra orbem Saturni ad gin • 
bum diametro digiti toiius descriptum . Ideoque globtttt 
aeris nostri digittm unttni latvs , ea cum ritritate 
quam haberet in altitudine semidiametri tinius terrestris , 
vnpleret omnes planetarum regiones usque ad sptìaeram 
Saturni et longe ultra . Proinde cum aer adirne altior 
JN I M MEN.SU AI rarescat , et coma seu atbmosphae 
ra cnmetae , ascendendo ab illius centro , quasi decuplo 
altior sit quam superficies nuclei , deinde cauda adirne 
altius ascendat , debebit cauda esse quam rarissima . Et 
qttamvis ob longe crassiorem cometarum atlìmosphaeram , 
magnamque corporum gravitatiomm snfem versus , et 
gravitationem particulartm aeris et vapor nm in se mtt. 
tuo , fieri possit ut aer in spatiis coeltstibus inqut co < 
metarum caudis non adeo rarescat’, perexiguam tante it 
quantitatem aeris et vaporttm ad omnia illa caudarum 
phaenomena abunde sttjjicere , ex hefe computati otte per • 
spiatimi est. Nani et caudarum insignii rutilai colligi - 
tur ex astris per eas translucentibus . Atlmosphaera 
terrestris luce solis spltndens , crassitudine sua patito* 
rum milliarittm , et astra omnia et ipsam luti am obsctt- 
rat et extinguit penimi: per immensam vero eatidaruiH 
crassitudine; n , luce pariter solari illustratimi , astra mi- 
nima siile claritatis detrimento translucere noscilutur . 
Neque major esse solet caudarum plurimarum splendor , 
quam aeris nostri in tenebroso cubiculo latitudine digiti 
unius duorwnve lucem solis in jubare refiectentis . 

io}. Scol. IH. II famoso David Gregari nella 
sua elegantissima opera intitolata Astronomie Physicat 
et Geometricae Elenttnta , che dal celebre Giovanni 
Keil nella Prefazione della sua Introduzione alla 


9* 

vera Fisica ed Astronomia viene caratterizzata coi 
pomposo elogio di opus cum sole et luna duraturum , 
asserisce decisivamente nel fine della Prop. j. del 
Lib. V., che l'aria all'altezza d'un semidiametro 
terrestre sopra la superficie della terra si troverebbe 
più attenuata e rarefatta nella vera ipotesi della gra- 
vità decrescente che non nelf ipotesi della gravità 
costante. Questa asserzione di Gregori sembra asso- 
lutamente erronea: imperciocché nella forinola y = 
— gbr / a"- 1 — r \, 

* ( 13 — - I ) n 2 fl ” * / • t 

Ar v x ,se si fa » = *, come esige 

la vera ipotesi della gravità decrescente , risulta 
— gbr 

2p = -—- g £ r ; e per l’opposto se si fa 
e V" 


u = o, come richiede l’ipotesi della gravità costati- 

— g&r 

te , nasce y = A« p = “~jAr * ^ c ^ e *PP** 

e T 

risce , che la densità dell’aria nell’ altezza d’un se- 
midiametro terrestre sopra la superficie , nel supposto 
della gravità costante , sta a tal densità nell’ ipotesi 
della gravità realmente decrescente , come sta 

gzr gLr 


1 X 2 P 

— . : — . , ovvero come e r 
g/\r g&r 1 

• P * W 


o final- 


mente come 


g&r 

r-V. p . E siccome facilmente si 

gù.r 

dimostra essere K e p = 10 156 , ed anzi mag- 
giore ; quindi si conchiude , che quella densità nel 


< 
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supposto della gravità costante è così prodigiosa- 
mente minore di tale densità nell’ ipotesi della gra« 
vità decrescente come l’unità è minore del numero 

immenso io 1 ^ . E ciò mostra quanto si allontana 
dal vero la proposizione del Gregori , che ha indotto 
in errore alcuni altri abbagliati dalla sua autorità. 

^Ar 

104. Per provare poi , che V g p , ovvero 
gAr 

e 2p c maggiore di ìo 1 ^ , basta osservare , che 

g&r 

^ — è il logaritmo iperbolico die 2p , e che p peso 

di tutta la colonna atmosferica dalla superfìcie in su 
equivale al peso di una colonna d’aria omogenea 
di densità A, la quale si equilibra con una colonna 
d’acqua di 33 piedi di altezza , così che supposta 
la densità dell’ acqua 850 volte maggiore di A , 
l’altezza della colonna omogenea d’aria risulta di' 
piedi 31x8505=27100, e quindi il suo peso p = 

37200? A ; onde = = - 2 - 1 , preso il 

s p 544°° 5*400 r 

semidiametro mezzano della terra di piedi 19631100. 

gAr 

È dunque il logaritmo iperbolico di e 2p uguale al 

numero , ovvero un poco maggiore del nu* 

544 

mero 360, che moltiplicato per 0,4342943 diventa 
I56)346> e questo è il logaritmo tavolare del nu- 

gAr 

mero e 2p . Siccome poi il numero , che ha per 
logaritmo tavolare 156,34.6 è manifestamente mag« 

lAr 

gipre di io 1 ^®} sarà anche / jo 1 ^. 


L 
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*°v Cor. IV. Ripiglio l’equazione generalo 

i — m i — m 


A — y m _ grÀ 

1 — ni ' 


__ grA' n r ( / r n”" 1 -! 

(n— i)pL V r- 4 - v / J' 


i-T-m ... 1 —m 

questa , supposto * = x> , diventa y 771 — A m 

i 

— i-i - m 

. ( 1 ~ m ' -? r A m . / ( t? — i ) p — ( i — m^rA \ 

C tj — x jp V. ( « ^ « )p y ‘ 


m 


Dunque y=Y — A / (»— 1> — (l , - m 

r . .. ^ U-Up > 

Une se in vece di -V ao si assume ac r la pre- 


. . ■ i — m 

detta equazione si cangia in quest’ altra y m = 
1 -/ 7 , JL 

ttj C i — m )gr A m / 2” 1 . ! \ 

M 1 


C 1 — 7» UrA " 1 / a” 1 - I \ 

C«-Op V — 1 ) 


1 — m 


A m T 1 — (' — "ìgrA ( 2 — 1 ^ 1 . 

L (n~i)> V, ^n-'i / J’ 

conseguentemente y =z D ==z 

.. - m 

A r i — ( « — »o^a / \ 1 i ~ m 

L (n — Op \ 2 * 1—1 / J * 

Dal che si scorge che 

m 

D : r : : r ■ - ( ‘ r ì T"“ 

L ( 7 i — l)p v 1 /J * 

TU 

[ (n- tip — ( r m~)f;rùi ~t i — m , 

( ^T7^ J » e qumdi la den. 
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sita dell* aria atmosferica all’altezza d’un semidiametro 
terrestre sopra la superficie della terra nell’ ipotesi 
di n t> i , ha sempre un rapporto finito colla 
densità dell’ aria in uq’ altezza infinita , qualunque 
sia m , ossia la ragione fra i pesi comprimenti e le 
pompressioni . Dico poi qualunque sia m , perchè in 
tutti i casi , in cui m è comunque differente dall’ 
unità tanto per eccesso che per diffctto , la cosa è 
di per se evidente ; e nel solo caso di meri, 
dove non ha più luogo la formola , nè l’ analogia 
indi dedotta , si è già trovato precedentemente 


Y 

A 


(?) 


n — i 

z — i 


che dà a divedere che la 


ragione della densità dell’aria nella superficie terre- 
stre alla densità in una altezza infinita è 

n — implicata 
a v . 


nér-) 


della ragione, che ha la densità 

2 ,' — i 

stessa nella superficie terrestre alla densità nella 
distanza d’pn semidiametro dalla superficie. 


Problema II. 


lo6. Ritrovare il centro di gravità O ( Fig. 14.) 14. 
della colonna d'aria AC , che dalla superficie della ter . 
ra si estende sino al termine delf atmosfera. 

Sol. Sia AP = x , Pf =s dx , 1’ altezza del 
mercurio nel barometro in A = a, in Pz=zy\ e 
la densità dell’aria in A = h . La legge di Mariot- 
te delle densità proporzionali ai pesi prementi ci 


offre l’ analogia a : y : : h : — = densità in p . 
Avremo dunque pel peso dell’ elemento Pp , o dx 
V espressione ~-dx = — - > dy ( supposta t la densità 


H 
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del mercurio ); c il momento di questo peso e!s- 


/ny 


mentare per rapporto ad A sarà ~àx c= — xdy . 
La prima equazione ci dà dx = — » — ~ , ed inte- 


grande x = — —log. y 


Cost. 


hy 

dove essendo 


y = a quando x = o , nasce Cost. = --log. a , e 


però x = log . — . Perlocchè —* — 
h y a 


dx = 


- = 

7 ' y 


--dy log. — ■ ; ed integrando avremo 


il momento della parte indefinita AP per rapporto 

ad A = ^-Jdy log. ^ (y % ^ — y) 4- Cor/. 

Qu~»to momento svanisce in A , cioè allorché 

V = a ; dunque Cost. = — ; e quindi il detto mo. 

k 

momento = — y ~h y log. = . . . 

— t y — ylog.y^. Suppongasi ora, che all’ 

estremità C dell’ atmosfera l’altezza y del barometro 
si cangi in /, ed avremo il momento di tutta la 
colonna aerea AC, ossia tutto il suo peso a — f 
moltiplicato per A(X , cioè (« — f)AO = . .. 

~^(^ a — f — fl°i-yr^i e conseguentemente AO zxz 

ndhn(. a ~ f —f lo z- y)- 11 chc cra ec - 

107 . Cor. I. Se si assume /= o, il che im- 
porta che la densità del’ aria al termine supremo 
deli’ atmosfera sia zero , e che conseguentemente 
nella legge Mariottiana qui adottata l’ altezza dell’ 

atmosfera sia infinita, troveremo AO zzz , eioc 
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b : I : : à : AO, vale a dire la distanza del centrò 
di gravità deila colonna aerea infinitamente lunga 
dalla superfìcie della terra è quarta proporzionale 
dopo la gravità specifica dell’aria in detta superlì 
eie, la gravità specifica del mercurio, e l’altezza 
del barometro nella stessa superficie. Così posto 

b = - - 1 -— , a =r 2 § piedi , Sarà AO — 2^412 piedi . 

108 Cor. II. Supponiamo adesso , che y = 
l linea , e vediamo qual sarà la distanza del centro 
Q di gravità dalla superficie della terra per la co- 
lonna d’aria, la quale si estende sino all’altezza do- 
ve il barometro non ha che una linea di mercurio. 

Avremo dunque AQ=' — - 9 ‘ * n - ^ 3 3 5 — log. 336^lin., 

e perchè il logaritmo iperbolico di 336 è 5,8171 1 1 1 < 

sarà /fO=-° 89l ^ -^i ì9 ’ l8? lin.== 10S9 ' xn6X -■ 29 ’- 8 i-pi. 

m 51SX14+ 

= 249 7 1 p>- 

Da ciò apparisce , che il centro di gravità di 
questa colonna di altezza finita è distante dal centro 
di gravità della colonna d’infinita altezza di soli 
piedi 441 ; il che è una specie di paradossò. 

lOy. L’alrczza poi della colonna aerea, in 
cima alla quale il barometro non conterrebbe 
che una linea di mercurio, si ha dall’equazione 


= 10891x336x5,8171 lin- = . . 


a . a 
X — -rl 0 g.— 

h y 

108 V 1 X 1 l6Xt.8l7l . „ - . , - , 

— - — 2-— pi. = 14? 826 pi., che non arriva ari 

1 44 

un centesimo del semidiametro terrestre. Dunque 
una colonna d’aria, che si alza sopra la superficie 
terrestre per meno d’ un centesimo del semidiametro 
della terra ha il suo centro di gravità situato soltan- 
to 441 piedi al di sotto del centro di gravità di 
quella colonna, che dalla superficie terrettre si esten- 
de ad un’altezza infinita. 


icd 

Io comunicai noi* Ivi guari il risultalo ridia so . 
luzione di questo Problema al celebre Sig. Ab. Pes- 
suti Prof, di Matematica nell’ Archiginnasio Roma 
no, il quale allettato dalla vaghezza dell’ indagine 
vi si accinse egli pure , e volle poi farmi parte 
d’una sua elegante soluzione, con cui egli giungo* 
alla medesima conclusione . 


Problema III. 


fio. Si domanda il peso d' una colonna, o piatto, 
sto linea aerea TS , ( Fig. 15) che dalla superficie T 
della terra s’innalza sino all' elevazione qualunque NT, 
supposta la graviti) terrestre in - ragione inversa de' qua- 
drati delle distanze, e le densità dell' aria proporziosiall 
ai pesi comprimenti . 

Sol Chiamo r il semidiametro terrestre CT , x 
l’altezza indeterminata CN, e però il suo elemento 
Kn = dx ; chiamo inoltre y la densità dell’aria in 
A r , g la gravità terrestre alla superHcie della terra , 
ovvero in T ; onde per la legge della gravità, sarà 

essa in N ; e conseguentemente il peso dell’ 

a •* 


gr 2 yix 


il cui integrale 


demento Nn sarà 

preso per modo, che si annulli allorquando x = r, 
darà il peso della colonna indeterminata 7\Y. Ala 
per ritrovare quest’ integrale è mestieri rintracciare 
il valore di y espresso per una funzione di x. A tal 
effetto suppongo, che sia a l’altezza nota del ba« 
rometro in 7’, 1 la gravità specifica del mercurio, 
e A la gravità specifica , o densità dell’ aria pari, 
mente in T. E manifesto, che g.t rappresenta il 

ì vdx 


— yvv 


peso comprimente dell’aria in 7*, e 

esprime il peso comprimente in M , ovvero il peso 
della colonna aerea NO sino al termine dell’atmos. 
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ferà , la qual Espressióne s; ‘prende negativa, perchè 
il peso premente va scemando a misura che x o 
CN va crescendo . Ora la legge della' densità ci 

offre l’analogia A :y: :ga : — * » e quindi 

y— e differenziando —L.' — *— 

a J x y ■ 

Ar 2 dx • .. . . . . , A r 2 

- — -j— > " CU1 integrale e log. y = -{- Cost. 

Siccome poi allorché diventa x = r, nasce y~ A ; 

perciò abbiamo Cost. =2 log. A —• . Laonde 

y Ar r r \ Ar(r — y) 

A a \x J ax r 

per la base .de’ logaritmi ipeibolici, e passando da 

A r 0 — .v) 


lo 


ax 


logaritmi a’ numeri, si otterrà y = A e 

Se ora nel peso — - ^ v dell’ elemento .Nm si sosti* 
y* 

tuisce questo valore di y , nasce il peso stesso =2 

A' Q— y) — Ar Ar 2, 

Agì ' 2 ax , a 2 « . ar~ r» « 

— V- ff =s A?) z e X — • Don- 
ar 1 5 x 

que integrando , sarà il peso della colonna aerea 

Ar A r 2 A r 

TX = Agr*e a aX — A *r 2 i~~ a X 

' ‘ Ar (r — y ) 


Ar 1 


ax 


Cost. 


- e a * + Cost. = ~ age 

Ma questo peso svanisce quando x rrs r* dun. 
que Cost. r=s ag ; e però il peso di TN ss 
A; (r — y) 

ga (l — e ™ ) = *»(« ”5r(y— -r)) * 11 

flx 


che era «e. 


I 
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ili. Scol. Qui s’ incontra un parodosso inas- 
pcttato e singolarissimo . Se si fa x = oo per 
avere tutta 1’ altezza della colonna atmosferica , 
la quale nella presente ipotesi delle densità pro- 
porzionali ai pesi comprimenti dee necessariamen- 
te estendersi in infinito, risulta il peso di tutta 
la colonna dalla superficie della terra sino al ter- 
mine infinitamente alto dell’ atmosfera . . . . 

= i — ~~~^ r ) » valore un poco diverso 


da ga, qual esser doveva, e quale si è assunto in 
principio. Intorno a questo paradosso io faccio il 
seguente riflesso, che mi pare abbastanza soddisfa- 
cente per acquietare io spirito, e sciogliere il nodo: 

Ar(r — x ) 


Se nella formola della deosità y =r A e si 

fa x = oo risulta y =: — , che mostra do- 


ver esser finita la densità dell’aria anche ad un’ala 
tezza infinita in quest’ ipotesi della gravità propor- 
zionale al quadrato inverso della distanza dal centro 
terrestre , e delle densità degli strati aerei propor- 
zionali ai pesi comprimenti . Ora questa legge delle 
densità richiede manifestamente , che dovunque essa 
trovasi finita , ivi sia pure finito il peso superiore 
comprimente . Dunque al termine di quell’ altezza 
infinita dobbiamo immaginarci un altra colonna 
aerea, che di là s’alza ancor essa senza fine, e 
produce colla sua pressione sopra quel termine la 

densità — ~^ r dello strato aereo . Il peso poi di 


questa seconda colonna si scopre immediatamente 
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mercè la stessa legge della densità, in vigor della 
quale si ha l’analogia A : — :: £* :± ~& r » ond> 


è il detto peso === — ^ r . Siccome pertanto il peso 

a 

e 

ga di tutta la colonna aerea risulta dal peso della pri- 
ma colonna infinitamente alta , ed inoltre da quello 
della seconda colonna infinitamente alta sopra la pri- 
ma; si avrà quindi il peso della prima colonna con 

sottrarre dal peso totale ga il peso — — della se» 

a 

e 

conda; e conseguentemente — Ar ) è r «■ 

a 

e 

spressione del peso della colonna aerea d’ infinita 
altezza, come appunto abbiamo ritrovato. 

uà. Cor. Se si suppone, che la gravità terre- 
stre seguiti la ragione di una potenza inversa n 
delle distanze dal centro della terra , allora U peso 

dell’ elemento Nn trovasi = • cd inoltre 

n 
x 

, e questa integrata dà log. y = 


d - — 

y 


Ar n dx 


ax 


Ar" 


Cost . , dove per essere y = A 

( n — x ) ax n 1 

quando X = )*, diventa Cost. = log. A __ - ; 

A r«—l « — i > 

c però log. > = Mr e p.» 


( n — i ) ax 


n — i 
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« — I » — r I x 

Ar ( r ■ —x ) 


n — i 


sando ai numeri, y = A e 1 ' aA: 

= * . Sostituisco questa 

Ar(x — . r ) 


(« — - 1) a* 
n 


n — i 


valore in e sarà il peso della colonna 

\ ** x n 

indeterminata TN s= ......... . 


Ar 


Ar 


AF « e rJ* e ( «—»)«*" __ . , t 

V V* 


Ar 


Ar 


Agr n e ("“0^ 2_ e (/»-«) 


n — i 


ax 


Ar 

Ar(r n "‘_ 7 x n ~' 


) 


,0 — l 


Co*. ==._*« (n-i)aV + Cw/ , # c 

perchè svanisce un tal peso quando # = r; nasce 
quindi Cost. z=z ga, e finalmente il peso di 7W = 

*" ~ Fal ° ° ra * = * 
? ( « — i)ax n ~~ l 

t supposto n ^ i , risulta il peso della colonna 
d’aria di altezza infinita . — - — ~^ r 

e (n—i)a. 

intorno alla qual espressione torna iu acconcio Io 
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«tesso raziocinio, che abbiamo fatto nello scoli® 
precedente. 

il 3. Qualora si supponga la gravità costante, 
c conseguentemente n = o , scopresi il peso di 



S a 




dove presa x — 3» 


nasce il peso della colonna aerea d’infinita altezza 
espresso da ga, e ciò perchè in quest’ipotesi della 
gravità costante la densità y diventa — . w 
A 

— , cioè nulla ad un’altezza infinita x. 
e 

1 • 

114. Questo stesso succede tutte le volte che 
si assume la gravità terrestre operante in una ragio- 
ne minore della semplice inversa delle distanze dal 
centro della terra , vale a dire allorché n <J 1 . In 
fatti allora sarà » — . 1 un rotto negativo , che chia- 

il peso di TK = 


naeremo — X; ed avremo 
1 


*«[* — 


Ar(x~* — r‘ -A ) 


.-*,] = 


— - X<z* 






Ar l — X , X X, 

rzr — ) 


j , il quale di- 


viene manifestamence ga prendendo xxxa* . Ma 
appunto in quest ipotesi scopresi infinitamente pic- 
cola la densità dell’ aria ad un’infinita altezza, cioè 


F1G. >o< 
A 


= o quando X z zza. 





ARTICOLO X. 

Sul Aiolo Curvilineo in un solo piano , 

i 

li V Supposto, che il corpo (considerato come 
■ un punto) si muova nella linea curva EMG ( Fig. 1 6 ) 
a semplice curvatura , cioè situata in un medesimo 
piano , si ottiene tutta la determinazione del suo 
moto per mezzo delle due coordinate , cioè a dire 
si può assegnare per un tempo dato qualunque il 
luogo dove i| corpo si trova , nel modo seguente . 

Nel piano , in cui è situato lo spazio curvili# 
neo percorro dii corpo, si prendano ad arbitrio le 
due retee direttrici AB, AC congiunte sotto un 
angolo dato qualunque BdCz^k, ed a queste si 
riferisca il moto del corpo . Sia = s lo spazio 
scorso dal corpo nel tempo t, e da M si conduca- 
no MY , MX parallele alle direttrici , e facciasi 
YM AX — x , AY = XAi y . Se pertanto 
si potranno assegnare pel tempo t i valori di Jf,y , 
si renderà noto il luogo M del corpo per tal tem- 
po, venendo espressa la natura della curva EMG 
dalla relazione fra x , ed y . Siccome poi l’angolo 
delle direttrici BAC = \ è supplemento dell’angolo 
MNm , si avrà pel tempuscolo dt l’elemento dello 
spazio Mm ds = y/( dx 1 -+* idxdy cos. \ -+- dy 2 ) . 

La velocità del corpo in Ai trovasi szz — =z 
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— t/ C dx 1 -f* dy z -+- idxdy cos. X ) . Per riguardo al* 

la direzione del moto, si trova facilmente l’angolo 
fatto da tal direzione colla direttrice AC, il quale 

è = mMN , e si ha fan?. mMN = - — — g * 

e seti. mMN = ^■■ s - rn ' . Cosi pure 1’ angolo fatto 

dalla direzione i/w; del moto coll’altra direttrice 

AB, ovvero l’angolo eguale M»tN ha per tangente 

dx sen. X dx sen. X 

“ — ; — : r-, c per seno — - — 

dy -+- dx cos. X ds 

u6. \ quel modo , che per mezzo delle coor- 
dinate A X = x , XM = y si determina il luogo M 
della Curva , così per mezzo de’ loro elementi dx, dy 
si assegna il luogo susseguente ni ; ed il corpo par- 
tendo da M ed arrivando in m nel tempuscolo dt , 
viene trasportato secondo la direzione AC per lo 
spazietto dx , e secondo la direzione AB per lo 
spazietto dy . Quindi è, che se si risolve il moto 
del corpo in due moti secondo le direzioni fisse 

AC, AB, dalla sua velocità attuale — risultano le 

dt 

due velocità —, — secondo le predette direzioni. 
dt ’ dt r 

117. Se le direttrici sono normali, cioè X è tin 
angolo recto , il calcolo diventa molto più semplice , 

« si ha ds = ( dx z H- dy z ) , tang. mMN = , 

sen. mMN = ~ , tang. MmN = , sen. MmN= ^ • 

ds s dy - ds 

u 8. Siccome nella Geometria si suole espri- 
mere la natura delle Curve a semplice curvatura o 
per mezzo di due coordinate, o anche talvolta per 
mezzo degli angoli intorno ad un punto fis»o, e 
delle distanze dal medesimo punto, sarà mestieri di 
esaminare il moto curvilineo de’ corpi nello stesso 
piano anche in quest’ altra maniera , vale a dire 


la8 

riferendolo ad un putito fisso per mezzo degii art» 
gol i intorno a tal punto percorsi, e dei raggi vet- 
tori , o delle discanze dal medesimo. Sia dunque 
AM ( Fig. 17.) la curva descritta dal mobile, c 
nel suo piano si prenda quel punto fisso F, che 
possa giudicarsi più acconcio alla determinazione 
del moto ; indi guidato al principio A del moto il 
raggio vettore FA , se per qualsivoglia dato 
tempo / , in cui il corpo arriva iq M si potrà de- 
terminare così l’angolo AFM — <p , come la di- 
stanza FM z % si renderà perfettamente noto il 
moto del corpo : imperciocché mediante la relazio- 
ne tra Z 1 « <p viene rappresentata la natura della 
Curva AM , e per mezzo dei differenziali viene 
espressa la velocità, e la direzione del moto. Io 
fatti supponendo , che nel tempuscolo dt il mobile 
arrivi da M in ut , e 1* angolo AFM ere <p riceva 
l’incremento MFm — dtp, e il raggio vettore 
FM = 2 l’incremento Rm — dz , si avrà l’archetto 
circolare MR—zdg > , ed M>h — V (dz 1 + z^dtp 1 ). 
Quindi è che la velocità del corpo in M sarà =: 

y ^ — ) e l i direzione del moto si co- 

de 

noscerà dall’angolo AMF , ovvero M.nR, il quale 

ha per tangente - ^ . E per tal modo si ottiene 

di 

la totale determinazione del moto . 

119. Poiché il corpo nel tempo t descrive in- 
torno al punto fisso F 1’ angolo AFM , e si trova 
in M lontano da F per l’intervallo MF , si può 
riguardare il suo moto come doppio , lino angolare 
intorno al punto F, l’altro diretto , con cui si sco- 
sta dallo stesso punto , o ad esso si accosta . E 
siccome nell’istante dt l’angolo tp cresce dell’ele- 
mento dtp , la frazione — esprimerà quella , che 
nominasi velocità angolare-, a quel modo, che ere. 
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Scendo in detto istante il raggio vettore z del suo 

elemento dz , la frazione — esprimerà la velocità 

di scottamento Hai punto fisso F. 

Conosciuta poi l’ una e l’altra velocità', tanto 
l’angolare , quanto di scostamento, si potrà sempre 
assegnare non solo la vera ed attuale velocità ckl 
corpo, ma anche la sua direzione, ed inoltre la 
Curva da esso percorsa . 


FIG. 


m 




ARTICOLO XI. 

\ 

Sul moto Curvilineo in differenti piani . 

iìo. Q ualora il corpo si muove per lina Curva a 
doppia curvatura EMS (Fig. 18), cioè situata in 18. 
piani diversi, per ridurre a calcolo il suo movi- 
mento , conviene riferirlo a tre direzioni fisse AB , 

AC , AD , ciascuna coppia delle quali è si uata 
in un piano differente, e tutte si uniscono in un 
punto fisso che per maggior comodo e sempli- 
cità sarà il luogo, al quale s’intende di riferire il 
moto proposto . Essendo libera 1 ’ elezione delle tre 
mentovate direttrici , si assumono in grazia della 
brevità V una ali’ altra perpendicolari , cosicché 
AC , AB sieno situate nel piano della Tavola, ed 
AD sia normale ad esso piano. Supposto ora, che 
il mobile abbia scorso nel tempo t l’arco EM = r, 
dal punto M si guidino le tre coordinate ortogonali 
A /T=Z, Y X ■=. y , XA = x parallele rispettiva- 
mente alle tre direttrici DA , CA , BA . La natura 
della curva EMS viene definita da una doppia equa 
zlonc fra le tinte tre coordinate; e perciò se per 
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un qualunque dato tempo t si potranno assegnare i 
valori delle medesime , resterà parimente deterrai 
nato il luogo M del mobile per quel tempo . 
Essendo poi f elemento Mm dello spazio , cioè 
ds = V (dx 2 -f- dy 2 - 4 - di 1 ) , e questo descritto 
dal mobile nell’ istante dt , nasce la velocità del 

mobile in M = — = — V ( dx . 2 -+- dy 1 -H di 1 ) . 
dt dt 


Per riguardo alla direzione Mm del moto , basta 
considerare le tre coordinate n ly , yx; xA infinita, 
mente vicine alle prime , e prolungare la yY sino 
al concorso T colla direttrice AB , dal che si ha 

XT =z-~-. Per YT si concepisce passare un pia* 

no normale al piano B AC : un tal piano passerà 
per l’elemento Mm, e quest’elemento prolungato 
formerà colla retta YT un angolo, la di cui tan- 
dz .. dz 

° i/(dx z -+-di/ 3 -) ds r 

la direzione Mm del moto forma colla retta guidata 
per M parallelamente alla direttrice AB un angolo 


avente per coseno , colla retta menata per M 
parallela alla direttrice AC un angolo dotato del 
coseno e colla retta, che per M si tira parai, 
lela alla direttrice AD, un angolo, il di cui coseno 


è -j . Con che si ha Ja compita determinazione 
del moto proposto. 

12 1 E' evidente , che qui si considera 1 ’ ele- 
mento Mm = ds dello spazio percoso come la dia» 
gonale d’ un parallelepipedo, i di cui lati sono dx , 
dy , dz paralleli alle tre direttrici AB, AC, AD, 
e queste essendo normali, e però rettangolo il pa- 
rallelepipedo risulta la diagonale ds = V ( dx 2 -+■ 
dy 3 -f- dz z ) . Che se le direttrici fossero oblique, 


/ 
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c l’ angolo BAC = « , BAD = <j> , CAD = 6 , e 
le coordinate x , y , z si menassero parallele alle 
dette direttrici , allora risulterebbe di 
dy 2 -hdz 2 -f- ìdxdy cos. u»-\-2dxdz cos. (p-i-idydz cos. 6) . 
Ciò si dimostra col seguente discorso. 

i® Siano BE , AF ( Fig. 19. ) parallele , e BA 
perpendicolare ad esse . Da un punto C preso fuori 
del loro piano si tirino sulle medesime le perpendi- 
colari CE , CF i sarà BE = AF . 

Si guidi EF , e dal punto C la retta CO paral- 
lela a BE . Sarà CO parallela anche ad AF, e quin- 
di perpendicolare nel punto C a CE , e CF , cioè 
al piano ECF. Dunque BE ed AF sono perpendi- 
colari all’ istesso piano, e quindi ad EF. Dunque 
EF è parallela ad AB , e BE = AF. 

2° Sia adesso il parallelogrammo CDAB(Fig. 20.), 
e sulla retta CE condotta dall’angolo C fuori del 
piano del parallelogrammo si tirino le perpendicola- 
ri AM , BN , DP . Dal punto B si tiri BQ parai, 
lela a CE, e da A sovra essa la perpendicolare 
A{^. Sarà CP = BQ , perchè AB è parallela ed 
uguale a CD , BQ parallela a CP, e gli angoli in 
P e Q retti . Ma B.Q_ = NM ( 1?) ; dunque CP = 
NM , e CMzszCP- hCM. Ora CM = AC. cos. ACE, 
CP = CD. cos. DCE , CN — CB. cos. BCE . Dunque 
AC. cos. A CE = CD. cos. DCE -4- BC. cos. BCE. 

Si abbia adesso il parallelepipedo obliquangolo 
come nella (Fig. li.). Sarà 
AC 2 = AB 2 •+■ BC 2 — 2 AB. BC. cos. ABCf ‘ 3 
AE X = AC 2 -+- CE 1 — iAC. CE. cos. ACE . ' 

Ma (2?) AC.cos.ACErzsBCcos BCEArDC.cos.DCE. 
Dunque AE 2 =DC 2 -ì-BC 1 -ì-CE 1 -t-iBC.DC.cos.BCD 
— zBC.CE.cos.ECE—iDC.CE.cos.DCEz=:AB 2 +. AD X 
—4“ A G 2 ■+- 4 A B .AD. cos. BAD -f» 2 AD. AG. cos. DA G 4* 
2ABAG.c0s.BAG. 

Da ciò si rende manifesto , qhe il valore di 
ds è appunto il precedentemente assegnato ; avve. 
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riu * gnacchc ds t Ja diagonale d’ un parallelepipedo obli- 
quangolo avente per lati dx , dy , dz, e per angoli 
da essi formati tu , cp , 6 . 

iaa. Potendo variare in infinite maniere la po- 
sizione delle tre direttrici AB , AC , AD , lo stesso 
moto può rappresentarsi in infiniti modi. Innoltre, 
quand’ anche il corpo si muova in una Curva a 
. semplice curvatura , si può sempre , come ciò fosse 
ignoto, riferire :1 suo moto alle stesse tre diret- 
trici . Per tal modo resta risoluto il moto del 
corpo in tre moti paralleli alle tre direttrici , a 
ciascuno de’ quali moti compete la sua propria ve. 
locità secondo quella direzione; e queste velocità 
poi insieme combinate somministrano la velocità 
attuale del corpo non meno che la direzione del 
suo moto. Con siffatto ripiego di queste tre velo- 
cità, che si concepiscono nel corpo parallelamente 
alle tre direttrici, vengono notabilmente abbreviati 
e facilitati i calcoli, i quali per mancanza di tal 
ripiego riuscirono all’ Eulero ne’ due tomi della sua 
Meccanica, come egli stesso confessa, troppo in- 
tricati . 

li 3. L’ artifizio della riferita risoluzione del 
moto tutto si riduce a questo semplicissimo princi- 
pio di Meccanica: cioè se un mobile scorre nel 

. tempo t con moto uniforme la retta AE (Fig. ai), 
* 1 * 

sicché la sua velocità sia = — , si menino dai 

due estremi A , E della retta descritta. ..le rette 
ASj AD , AG , ed EH, EF^ EC rispettivamente 
parallele a tre rette date di posizione , e situate a 
due a due in differenti piani, e si prolunghino fino 
a .che ciascuna di esse , la qual si mena da un 
estremo di AE, incontri il piano di due altre, che 
si guidano dall’altro estremo, e nascerà per tal mo- 
do un parallelepipedo HABE , di cui AE c la dia- 
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gonale ; ed il moto per AE , la di cui velocità 
AE , 

è = — - , resterà risoluto ne’ tre moti per AB, AD , 

AB , le velocità de’ quali sono rispettivamente 

AB AD AG fx i • \ • » 

, — — , . Da queste tre celerità si verrà 

t t t 

a conoscere la velocità effettiva del corpo per la 

diagonale AE, come pure la direzione del suo mo 

to per rapporto alle tre direttrici fissate. E di per 

se evidente , che tutto ciò ha luogo anche allor 

quando AE è l’elemento d’ una Curva qualunque 

descritto dal mobile nel tempuscolo^, risolvendosi 

■ . . * AE .. AB AD AG 

sempre la velocita — — nelle tre — , , — - se- 

r dt dt dt dt 

condo tre date qualunque direzioni . 

124. Resta ora per ultimo da spiegare la ma- 
niera , con cui il moto del corpo per una Curva 
qualunque a doppia curvatura si può computare 
cd esprimere riferendolo ad un piallo dato , e ad 
un punto qualunque assunto in tal piano per mezzo 
degli angoli da esso descritti intorno a quel punto. 

Sia pertanto il piano, a cui si riferisce il moto, 
rappresentato dalla tavola, in cui sia 0 (Fig. 22) il 22. 
punto fisso , che riguardasi come centro del moto . 
IVluovasi il corpo fuori di questo piano nella linea 
GM , e nel tempo t giunga da Gin AI, d'onde si tiri 
la normale MP al piano , e si congiungano al pun- 
to fisso le MO , PO. Piglisi nel detto piano una 
direzione fissa OA ; e si fa manifesto, che si potrà 
per un dato tempo t assegnare il luogo M del 
mobile ogni qualvolta si potrà assegnare 1? l’ango- 
lo AOP — <pi 2? l’angolo POMz=z^‘, 3? la di- 
stanza OP = z. 

A quest’effetto, menisi da M la tangente A 1 T 
della curva , e si produca sino al concorso col pia 
no dato in T , e da T si conduca ad 0 la retta 
TO , la quale è detta linea de nodi , ed è l’ interse 

P 
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zione del piano, che passa per l’elemento Min 
della C irva c pel punto ri-sso 0, col piano dato. 
Sia dunque pel momento, che il mobile descrive 
1’ elemento Mm y l’angolo AOT = u> , e l’inclina- 
zione del piano OmMT al piano assunto sia = p ; 
e se questi due angoli w, p del pari che l’angolo 
AOP = (p , e la distanza OP = z saranno cono- 
sciuti per un dato tempo /, si potrà agevolmente 
assegnare il luogo M del mobile nella Trajettoria , 
vale a dire l’angolo POM ss \p unitamente alla di- 


stanza OM = - . Si conduca perciò da P la 

cos. tp ‘ 

normale PN alla linea de’ nodi , e si giunga NM ; 
e sarà l’angolo MNP p , essendo la misura dell’ 
inclinazione del piano OnMT al piano assunto . 
Dall’ essere poi l’angolo TOPzzzi p — co ne viene 
PN = z sen. ( <p — co ) , ed ON = z sos. ( <p — co ) ; 
e quindi MP = z stn. ( 9 — m ) tang p , ed MN = 
_ «JM- l T— >) 0]tracei4 si 

sen. p cosi p 


ha OM = V ( NM 1 -+- N0 Z ) = 
~~ f y (•« (<t> — io) 1 -!- «u.(<p — 

n- — cos. ( <p — <0 y-sen. p 2 ^ , 


cos. p 
3 

cos. p 


<0 ) z cos p 2 ) = 
e tang. MOP 


= tang. -p = -p— s= sen. ( <p — w ) tang. p . Siccome 

pertanto così l’angolo j40Tz=zw, come MNP = p 
appartengono tanto ai punto M della Curva dove 
il mobile si trova nel principio del tempuscolo dt , 
quanto al punto susseguente m , dove si trova alla 
fine di detto tempuscolo , perciò nel differenziare 
l’angolo sp , per la qual differenziazione si passa 
dal punto M al susseguente si potranno consi- 
derare come costanti gli angoli w , p , che entrano 
nella sua espressione >* onde nascerà d. tang. ip = 
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■^^2 = J<p. cos. (<p — w) tang. p . Ma il punto m \ 

anche il principio dell’ altro elemento susseguente 
ad Mm , e per quest' altro elemento variano gli an* 
goh <0 , p . Dunque nel differenziare 1 ’ angolo 9 
sarà anche permesso di riguardare come variabili 
w , p f e questo nuovo differenziale dovrà esse. 

uguale al primo. 


re 


( dtp — du ) cos. ( 9 — w ) tang p • 


Sicché si avrà — --r ss 
cos. q» 

f/n 

■ sen. ( <p — ai ) 
cos ( Z 

= dq>. cor. (9 — <a)tang. p; dal che ne deriva 1’ equa* 

zione =: ^ = d. log. tang. p , 

tang. (. 9 — m / sen. p cor. p 

la quale rappiesenta il rapporto fra la progressione 
istantanea della linea de’ nodi , c la variazione dell’ 
inclinazione p dell’ orbita . 

Ritrovato poi 1 ’ angolo 9 per mezzo della for- 
inola tang. 9 = sen. ( 9 — w ) tang . p , si trova indi 

la distanza 0M=z — — . 

cor. 9 , 

U5- Poiché gli angoli w, p dipendono l’uno 
dall’altro in maniera, che la loro mutua relazione è 

espressa dalla formola — = ^ — , è 

tang.i <p— *0 sen. p cos. p 

evidente , che restando lo stesso I’ angolo w , dee 
rimanere la stessa anche l’ inclinazione p , ed il moto 
del corpo farsi nel medesimo piano. 11 criterio 
adunque del muoversi il corpo nel medesimo piano, 
che passa pel punto fìsso 0, è fondato sull’ invaria* 
bilità degli angoli p, ed w. 

126. Mentre il corpo attraversa il piano assunto, 
dee trovarsi nella linea de’ nodi OT , e peiò 
tang TOP = tang.( 9 w) = o . Laonde du 

W -L = 0 t vale a dire, la linea de’ no* 

sen p cor. p 

di resta immobile comunque varj l' inclinazione p. 


1 16 

1J.7. Ma se l'angolo rO? = <p— w sarà retto, 
e conseguentemente tang. (9 — w)=oo , sarà 

dp = do, . sefl - (* cns -Z.—o c he è quanto dire l’inclina* 

\ tang. ( 9 — • ) 

zione non varia nel tempuscolo de comunque si 
muova la linea de’ nodi. 

128. Se si volesse con questo metodo ritrovare 
1 ’ espressione dell’ elemento Mm della Trajettoria , 
e quindi determinare la velocità e la direzione del 
moto , s’ incontrerebbono formole troppo complicate. 
Per ovviare adunque a questo inconveniente, si 
può intavolare il calcolo nella maniera che segue: 
Cerchisi pel dato tempo la posizione della linea de’ 
nodi ossia 1 ’ angolo AOT = to , e parimente 1 ’ indi, 
nazione MNP = p , e poscia nel piano TOmM, in 
cui si concepisce muoversi il corpo nel tempuscolo 
de , 1 ’ angolo TOM X, ed insieme la distanza 
OM = v . Ciò posto , sarà ON = v cos. X , MN = 
v seti. X ; e quindi MP — MN . setu MNP r=r 
v seti. X sen. p , e PN n= MN. cos. MNP = v seti. X cos. p . 
Da ciò si ricava il valore dell’ angolo MOP = 9 , 

e si ha seti. 9 = seti. X seti, p . Innoltre si 

1 MO 1 

• , NP 

deduce tang. TOP = tang. (9 — w ) = — 

seti. X cos. p , , 

— ^ = tang. X cos. pie conseguentemente la 

relazione fra i differenziali dw, dp viene rappresen- 
tata dall’ equazione 

dai dp 

9 


tang. X cos. p 

ovvero dai = 

r 

Finalmente si trova T' elemento Mm = 
\ZCdv 3, v 2 d\ 1 ') y e la velocità del moto per 

Mmz=z ~ \J(dv z •+• v z dX z ’), ed in fine la dire* 


sen. p cos. p 
dp tang. A 

sen p 
trova 1’ elemento 
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zione del moto per Af»i nel piano TOmM s’inclina r ■ ’ 
alla retta OM sotto l’angelo OMT , la di cui tan- 

. vcfX 

gente e = — . 

Nell’ Astronomia , dove si fa uso di un tal me- 
todo, suole chiamarsi l’angolo MOP latitudine del 
corpo, l’angolo AOP longitudine del medesimo , 
l’angolo AOT longitudine del nodo , e l’angolo TOM 
argomento della latitudine . 


ARTICOLO XII. 

Sulle Traiettorie in un fiano , ossia a semplice curvatili- a . 

I. 

Nel moto libero . 


129. i 3 iavi un corpo (concepito come un punto), 
il quale venendo sollecitato da quante- potenze si 
voglia descriva nell’istante de l’elemento infinitesi, 
mo ( Fig. 23.) Ff = ds di una Curva qualunque 23. 
EG . Se giunto in /, cessasse 1’ azione delle poten- 
ze acceleratrice , il porpo seguiterebbe a muoversi 
uniformemente in linea retta nella sua prima dire» 
zione Fff , e descriverebbe nell’ istante seguente 

dt' , ovvero dt -+- ddt lo spazietto ff' , es- 

de 

sendo nel moto equabile gli spazj proporzionali ai 
tempi . Ma siccome anche in f seguitano le poten- 
ze a sollecitare il corpo, dovrà esso sentirne l’azio- 
ne e quindi abbandonare quella direzione, e piega- 
re in un’altra. Potranno tutte quelle potenze pe’ 
principj Meccanici esser ridotte a due, una secondo 
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Pfj' , che si chiama forza tangenziale , • si fa 
= T , l’altra secondo /i' perpendicolare ad Fff' t 
che ti nomina ftrza normale , e si fa = N . 

130. La prima di queste due forze accelera la 
velocità v del mobile nella direzione ff , e lo fa 
giugnerc in f" alla fine dell'istante di. Conseguen- 
temente l’aumento della velocità sarà dv = Tdi . 

131. Per lo contrario la forza normale non al- 
tera punto il moto del corpo, ma fa soltanto varia- 
re la sua direzione obbligandolo a percorrere lo 
spazietto fH , ovvero f'\ p perpendicolare ad ff'' . 
E siccome a scorrere tale spazio nell’istante dt' si 


richiede la velocità espressa da , e questa ve- 
locità è generata dalla forza normale N nel detto 
istante, si ha p*rciò z= Ndt' , ovvero f''<p = 


Ndi * 

131. Trovandosi pertanto il corpo dopo ristan- 
te di nel punto (p in virtù di queste due forze e 
della velocità, con cui si muove sulla sua Traietto- 
ria, avrà in conseguenza descritto nel detto istante 
il secondo elemento fcp , ovvero ds ovvero ds -+- 
dds della Trajectoria . Dicasi R il raggio osculatore 
„ di questa Curva in /: si sa dalla Geometria , che 

J S Z t ^ 

f''<p = - — . Perlocchè sostituito questo valore , e 


U- 


parimente dt in luogo di di ( per essere dt' — dt 
-4- ddt ) nelle precedenti equazioni , esse diverran* 

no ( essendo v = ~ ) 
v dt ' 

I .* dv Tdt 

a.» ~~ = v z = R.N 

dt 3 - 

3.* Tdt =: vdv . 

133. Sia ora AGg ( Fig. 24.) la Curva, che 
il mobile descrive in virtù delle forze acceleratrici 


t 
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sollecitato , 


qualunque , da cui incessantemente 
in virtù della velocità di projezione statagli impres 
sa secondo una data direzione nel principio del suo 
moto. Sia AC l’asse della Curva, GQ la tangente, 
GC la normale al punto G > e facciasi AE = x , 
EG = y , 1 ’ archetto elementare Gg = ds , e il rag 
gio osculatore in G — R , il quale avrà per esprcs 
sione , come è noto dal Calcolo Infinitesimale , 

_ J s 3 

Innoltre la velocità del mobile per la 




g C *" ) l 


si nomini h 1’ altezza dovuta alla det- 

finalmente sia 


Curva nel punto G si ponga = v , « chiamata g 
la gravità terrestre nella nostra latitudine , cioè 

,P'* 

v x 

ta velocità v , sicché sia h = — j e 

2S 

t il tempo impiegato dal mobile a «correre 1 arco 
indefinito AG . Ciò fatto si offre 1 ’ equazione ' v x z=s 
R.N =; 2 gh . Dunque la forza normale sta alla gra- 
vità terrestre, come l’altezza dovuta alla velocità 
del mobile sta alla metà del raggio osculatore. 

134. Ridotte tutte le forze acceleratrici alle 
due T , N secondo la tangente GS , e la normale 

fls 

CC, e moltiplicata per v == — l’equazione ritrova- 


li di cui in 
ciò si ricava R.M =: 


ta dv = Tdt , ne nasce vdv == Tds , 
tegrale è d x = • Da 

Quest’ equazione non contiene nè v , nè 

poiché le due forze N , T sono funzioni di x , e 
y ; dunque ella darà mediante tre integrazioni 


di 


l’equazione finita della Trajettoria. 

135. I sintomi del moto del corpo per la Tra- 
jettoria vengono somministrati dalle due equazioni 


1; 


.1 
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faranno conoscere la velocità del mobile in qualun- 
que punto della Curva, ed il tempo da esso impie- 
gato a giugnere ad un punto proposto . 

136. Tutte le forze acceleratici del mobile 
possono ridursi in vece di N , T a due altre , una 
nella direzione GP parallela alle ar, l’altra nella di- 
rezione GL parallela alle y. Quella , che chiamere- 
mo A, accelera il moto del corpo secondo l’asse 
delle ascisse; questa, che nomineremo T, accelera 
il moto secondo 1’ asse dalle ordinate . 

137. La velocità del mobile nel punto G, 
espressa dall’archetto Gg — ds descritto nell’istante 
dt si risolva nelle due Gh = dx , e hg = dy , quel- 
la secondo GH parallelamente alle ascisse , questa 
secondo GL parallelamente alle ordinate . Perlocchè 
essendo la velocità effettiva del mobile nel punto G 

della Trajettoria = v = ~ , la sua velocità parai- 

« ■ d v 

lelamente all’asse delle ascisse sarà = •— , e la ve- 

dt 

locità parallelamente all’ asse delle ordinate sarà 

dy 

dt' 

138. Siccome adunque l’aumento della velocità 
è sempre uguale al prodotto della forza accelerati, 
ce, che lo genera, per l’elemento del tempo , si 
avranno le due equazioni seguenti 

= ■*(£)• 

2 , » = z(£), 

quali combinate coll’ equazione ordinaria v = 
bastano a far conoscere la Trajettoria, ed il mo- 
del corpo per quella. Ed in tal modo si ottiene 


le 

ds 

di 

to 
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una seconda soluzione del v Problema delle Forze Cen- 
trali , diversa da quella de’ §.§. 134. 135. 

139. Se le due precedenti equazioni si molti* 

dx **\. du 

plicano la prima per ~j£\t la seconda per , e 

* ' , •'** - de? - 1 - dy* 

si avverte , «ssere i> = — 7- = — rrr-~» e 

^ d * z 

§ « ' dx 


pe ,ò^ -!£.(*) +>(£), 


se ne ri_ 


,1 ir 


cavano queste altre tre equazioni 

- ■'T r » = Pit> . .. 

3.» Af<ix -J- Ydy 3= Wv — 

- : ..v- il ±J.(jL)., 

; -j ,1 .. .,V<# Vt/ft. / 

140, Se nelle due equazioni del §. 1^8. si ese- 
guiscono le differenziazioni indicate, ne risulta 
Xdt 3 3= dtddx — dxddt , ed y</r 3 = dtddy — dyddt , 

, . . 

<• da quest ultima si ha ddt = 3 , che 

' . . ■ ’ " — ^ 

sostituito nella prima somministra Xdt 3 . dtddx 

— — dxdtddy -4- Ydxdt* . . 

; ; e quindi si deduce 

dy 

dt 3 ( Ydx — Xdy ) = dxddy — • dyddx = . . . 

' 

141. Ora poiché = 


,.c> 1 


cioè 


* 1 x 1 VIUI 

dx z d.(^-') = — d - 1 sostituito questo valore 
nell’ equazione del §. precedente , nasce = 

q 


« 
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= dt l (Xdy Ydx) ; onde per ultimo = 

v 3 - Xd y — Tdx 

~R ~~ _ * 

142 1 Si ritrovano le 'forze N, T espresse per 
X, ¥ con risolvere queste ultime in altre due se- 
condo le due direzioni normale, e tangenziale alla 
Curva . Imperciocché presa GP = X , ed abbassata 
la perpendicolare PS sulla tangente la similitudine 

de’ triangoli GPS , Ggh dà SP =.GJ c= 6 

GS — — X . Parimente prendendo GL = Y, e 

menando sulla tangente la perpendicolare- PO, la 
similitudine de’ triangoli LGO , Ggh somministra 

GO == $- 7 , ed OL — Gli = ^-Y . Da ciò 

ds di 

apparisce f che tutta la forza tangenziale secondo 
GS è er; GS -+■ 00 , e che tutta la forza normale 
secondo GC è = Gl GK . Di qui derivano le 
due equazioni ‘ 

~>r Xix ~+~ YJ y _ vdv 
-di - ds 

Xdy — Ydx v 1 

* * N ~ ds ~~ K * 

14). Qualora il mobile venga sollecitato da 
una sola forza acceleratrice verso un punto fisso F, 
la quale sia come una funzione della distanza GF 
del corpo dal centro della forza , in tal supposto 
nominando F la detta forza, e presa GM — F , 
indi abbassata sulla tangente la perpendicolare MQ , 
e col raggio FG descrivendo l’archetto minimo cir- 
colare Gn , per la similitudine de' triangoli GMQ t 

GMGn GM.gn 

Gng si ha QM = ■ - — , e gg =3 — — . 

Laonde posto il raggio vettore FG=Jzr, l’archetto 
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circolare Qn ss ity , e nominate come dianzi N , e 
T le due forze normale , e tangenziale in direzione 
di GC , e di GS, risulterà N = — - T = GQ, 

e quindi le due equazioni seguenti 

..■* = - "f . 

ds 

2 .» T = . 

ds 

Da queste due equazioni paragonate con quelle del 
$• ija. si ricavano le due altre seguenti: 

, , _ ii<t — juL . 

à ' ds ~ R 

4. 1 Fdr =. Wv . 

E se inoltre si mena da F sulla tangente GD la 
perpendicolare F/J—p, nasce Gg ■ Gn : : FG : FD , 

ovvero ds:d<p::r:p , e quindi ~ che so- 

stituito nell’ equazione 3.» si deduce 1’ equazione 

5 * _ 5 ^ 

IVla la proprietà del raggio osculatore dà iJ = 

~jjp ‘ Dunque sostituendo nell’ equazione precedente 

questo valore di R si acquisterà 1 ’ equazione 
6 . __ Fdr dp[ 

v z p 

Siccome poi integrando l’equazione 4.* si ottiene 

%> z = zJ^Fdr -+- Cosi, i da ciò si ricava l’equazione 

Fdr dp 

^ 2 f Fdr — f- Cast. p 

Questa poi integrata offre 1’ equazione 

8 ‘ l0i - f + Co5t ‘ ~ ~ f ij Fd™+ coi#. ’ 
dalla quale si scorge, che essendo dita la forza F 
per una funzione del raggio vettore, o della di. 


7 * — 
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stanza r si arriva immantinente ad un* equazione 
della Trajettoria fra il raggio vettore r , e la nor- 
male p sulla tangente. 

Esempio . 


144. Suppongasi un corpo grave terrestre lan- 
ciato con una velocità iniziale c sotto un angolo co 
colla orizzontale AC , il qual corpo non è animato 
da altra forza acceleratrice che dalla gravità secondo 
la verticale GE . In questo caso abbiamo X = o , 
cd Y = —gì e conscguentemente ( §. 138.) 

= o, — gdt. Laonde pre- 

so dt per costante, l’integrale della prima equazio- 
ne dà — = Cost. E siccome risolvendo la veloci- 
dt 

tà c di proiezione in due altre una orizzontale , 
l’altra verticale risulta l’orizzontale = ccor. », la 

dx 

verticale = e se», tu, e però — nel principio del 

moto diventa ccos.o», quindi è, che sarà Cost. = 
. » dx 

c cos. » , cioè -r- - = c cos. » . 

’ dt 

L’altra equazione jY ^ = — gdt integra- 


ta somministra 





dt 


gt -f- Cost. ; e perchè nel 
dy 


principio del moto la velocità verticale diviene 

c se». », se ne deduce Cost. = c se». <0 , e quindi 
du 

— = — - Pt -f- c se», co . 
dt £ 

Integro ora le due equazioni 
dx 

dt ’ 

dy 

— = c se», » — gt , 
dt 
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ed ottengo dalla prima x = et cos. ut , dalla seconda 
y et seti. u> — \gt z , senza costante perchè svani- 
sce così x , come y insieme con t. Prendo il vaio- 

X 

re di t = , e lo sostituisco nell’espressione 

ccos 0) 

di y , la quale si cangia in y = m tang. w — 

— , , che è manifestamente l’equazione della 

ic 2 cos. w 

parabola conica . 

Per ritrovare il parametro dell’asse di questa 
parabola , e la posizione di detto asse , trasformo 
l’equazione, moltiplicandola pes ac 2 «w. <o 2 , c mu- 
tando i segni , in quest’ altra 

, 2c r sen. ut cos. xc 2 cos.u z 

— * = — y, ed ag. 

i g 

giunto all’ uno e all’ altro membro il quadrato del- 
la metà dell’ coefficiente di x ottengo 

( c r sen. <u cos. w \ 2 2C 2 cox. w 2 / c z sen. tu 2 \ 

—j— x \ — v- 

Da ciò si ricava immantinente il parametro dell’ 
2C 2 C0S co 2 

asse == ■ , la distanza dell’asse dal punto 


di projezione = 


c seti. w cos. 


c seti. 


, l’altezza 


■ • 0 0 
del vertice della parabola sopra 1 ’ orizzontale AC = 


esseri, w 2 


La velocità del corpo in G è = — = 

ìf (-pr ■+■ ~Jpr) = V ( C 2 — 2 getstn. w -+-£ 5 * 2 .) 
= v' ( C 2 — 2^y ) . 

Nell* equazione precedente alla parabola se si 
fa y = o , ci si presenta un doppio valore di x f 
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cioè x — o , ed x = 


2C sen. m cor. w 
S 


oEstn. 2w f 

, e questo secondo dà 1 ampiezza del 

getto . 

1^5. Ai medesimi risultati si può pervenire an. 
che senza risolvere la velocità di projezione , ma 
pigliando invece per linea delle ascisse la direzione 
stessa di projezione , e per ordinate le verticali . A 
tale effetto ritengo che il corpo , che si considererà 
come un punto A , la cui massa = M, sia lanciato 
2 5 * con una data velocità c nella dfrezione AF inclinata 
all’ orizontale AB sotto un angolo <p,e durante il suo 
moto sia questo corpo sempre sollecitato da una forza 
acceleratrice assoluta costante = P proveniente dalla 
gravità , e perciò in direzione verticale ; e ragiono 
così : Il punto A proseguirebbe a muoversi per la 
retta AF colla velocità c in virtù della forza d’iner- 
zia , se non soggiacesse all’ azione di nessuna forza 
acceleratrice. Ma appunto per l’azione continua 
d’una tal forza è costretto ad abbandonare la retta 
AF , ed a trovarsi dopo un tempo t in un punto 
M fuori di detta linea situato da quella parte di 
AF dove tende la direzione della forza P , cioè 
verso AB . Da M io faccio cadere la perpendicolare 
MG, sopra AB , e la prolungo finché taglia in P 
la AF. Secondo la direzione MG verrà spinto dalla 
forza P il punto A giunto che sarà in M . Guido 
da M la ME parallela ad AF ; e prendo AF per 
linea delle ascisse , ed AC parallela a PG per dia- 
metro delle ordinate così che APzzzx, PM = y . 
Conduco l’ordinata infinitamente prossima p>n, e da 
vi la mq parallela ad ME; e nasce Mn = Pp =dx , 
Mq — HM — dy. Ora la velocità de! punto A per 

l’archetto Min, la qual è — , si risolve nelle due 

dt 
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... . x . dy dx j . dy 

per Mq, ed Mn , cjoc in -- , e — . La prima — 

giacendo nella direzione della forza acceleratrice viene 
con pieno effetto alterata nel tempuscolo dt dall* 

azione della forza; c ciò dà 1* equazione — ~ . 

La seconda velocità ^ non essendo nella direzione 
de 

della forza , ed impiegandosi altronde una tal forza 

interamente nel far variare la prima velocità ^ , 

dt 

non può soffrire nel tempuscolo dt alcun cangia 

, , • ddx , 

mento, e pero il suo cangiamento = o . Inte- 
grata la prima equazione nel supposto di dt costan. 

. , . . dy Pt 

te si ottiene — = — 

; * - dt M 

dx 

conda si ha — ~ COST. Ma nel principio del rao- 


Cost. ; ed integrata la se- 


di 


dx 

to la velocità — - diventa = c ; dunque COST. ss 

c; e quindi ^ = c,e d integrando di nuovo x ss et 

senza costante , perchè svaniscono insieme x , t . 

, . . dy Pt , 

Nell’ equazione poi — = — -f- Cost. si ritrova 

Cosi. — o , perchè nel principio del moto quando 

t ss o diviene anche — ss o . cioè diventa nulla 

dt 

la velocità secondo AC per la ragione , che tutta 

la velocità iniziale c , in cui quivi si converte , 

si è già introdotta nell’ integrazione precedente sen- 
za essersi fatta alcuna risoluzione di tale velocità ; 
onde non resta più luogo a nessuna velocità secon- 
do AC. 


\ 
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Dall* equazione — c si è avuto ac r=- cti e 
I equazione / = _ da y = \LL . Si conosce 

at Al Al 

dunque per ciascun tempo t il luogo M del punto A. 

Se presentemente da queste due equazioni si 
elimina t, trovasi l’equazione della Trajettoria _y=: 
Px^" 

» e supponendo la forza P essere Ja gravità 


. P a: 1 

naturale, sicché - z= i , si ha y ss . ossia 
Al , 2C 

X z =: 2C r y . • »• i 1 ■» ; 

. i4t. Nrl triangolo APG rettangolo sono noti 
tutti gli angoli, e-scndo già dato l’angolo di prò- 
jezione FAJJ — cp. E perchè AP sarà PG 

= x sei:. <p , .AG — xcos.jp . Djcasi AG = z « GM 
= il ; ed aerassi z = x co.f. <p , « = xre/2. <p — y; 

e quindi x — — _ , y — — — — — « . Se questi 
coj.ip coj. tp 

valori di ar,y si mettono nell’equazione x 2 = ic 2 .)’ f 

„ • . . 2* j / sen. o \ 

questa si cangia in = 2C ( —a — u), 

cos. cp* \ coi. (p / 

• v • sen. <p a 2 

cioè in « =i -t x 5 che e 1 equazio- 

cos.cp 2c z cusy i 

ne della parabola conica allorché un’ ordinata all’ 
asse si piglia per linea delle ascisse , ed è retto 
1 ’ angolo delle coordinate . 

147. Essendo z = xcos.cp , ed x = et ; ne 

viene z — et cos.cp. Inoltre essendo y m — , ed 

£ 2 

ti = x sen. <p — y ; nC nasce u = et sen. <f> — •7" • 


Per tal modo anche le due equazioni z = et cos.cp ; 

£ 2 - 

m = et sen. <p — — danno per qualunque dato tem- 
po t il vero luogo del corpo grave . 
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148. La Velocità del corpo in M è r= — = 

V ( - 4 - dii ) . e p 0 j c i,k j z — - c Jt C0J> <p t Ju = 

edtsen. <p — tdt , e però <£5 2 -f- <Ik 2 = c 2 <fr 2 -+- 
— attdt 2 sen. <p , sarà in conseguenza la detta 
velocità =v^(c 2 — actsen. <p -+■ e 2 ). Finalmente 
la tangente dell’ angolo fatto dalla direzione del 

corpo in M colla orizzontale è = ~ = 


t sen. <p — t 


= tang. 9 — 


c cos. <p 0 ' c cox.9 

149. Nella supposizione, che la forza F fosse 

P 

la gravità naturale si è fatto — = 1 , perchè si è 


tacitamente supposto, che la forza acceleratriee del- 
la gravità fosse =: 1 , e quindi P = ixM . Che 
se vuoisi denominare per g la forza acceleratriee 
della gravità , allora essendo P = gM , ne viene 

P , , • 2 c z y ~ , 

= g , e pero x = — - . Da quest equazione 

si fa uscire la lettera g con esprimere la velocità c 
per mezzo dell’altezza a, a cui è dovuta, ottenen- 
dosi , come è noto , c 2 = *ga ; e conseguentemen- 
te x z == 4 ay . 


. II. 

Nel moto obbligato _ 


150. Se il mobile si- trovasse richiuso in un 
canale AGH (Fig. 24) scavato nel medesimo piano 24^ 
( prescindendo dallo sfregamento ) , e venisse solle- 
citato da quali potenze si voglia, per determinare il 
suo moto nel canale , e la pressione esercitata dal 
corpo contro il medesimo, cenvien procedere co- 
sì : Ridotte tutte le forze sollecitanti alle due 

r 
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X ' , Y’ , questa nella direzione GL parallela alle 
ordinate , quella in direzione di GP parallela alle 
ascisse del canale , si osservi , che in quanto il ca- 
nale cangia la direzione del moto , che il corpo ter- 
rebbe , se fosse libero, non agisce contro il corpo 
se non in direzione perpendicolare al perimetro del 
canale , senza che in conseguenza risultar possa da 
tale azione forza alcuna tangenziale ad alterare la 
velocità del mobile. Si riduca pertanto anche que- 
sta forza esercitata dalla resistenza del canale a due 
altre X" , Y" secondo le direzioni già mentovate , 
per modo che la forza totale secondo l’asse delle 
ascisse sia = X* -+- X " , e la forza secondo l’ asse 
delle ordinate sia = Y" -+- Y". Ciò fatto, avremo 
( §. 142.) le due equazioni 

«.• (X'-h X")d*-t-( Y' + Y M )dy == vdv, 

a.» ( X'-f- X" )dy — ( Y' ■+- Y“)dx = . 

Jl 

Ora siccome le forze X" , Y“ in nulla contri 
buiscono alla produzione dell’ incremento dv della 
velocità pel canale , e la loro azione per tal effetto 
è X“dx -+• Y“dy , sarà conseguentemente X"dx -4- 
Y"dy = o , e quindi la prima equazione diventerà 
X'dx Y'dy = vdv , la quale farà conoscere la 
velocità del corpo in qualsivoglia luogo G del ca- 
nale . 

r» .1 . • . X"dy — Y"dx 

Dalla seconda equazione si ha — — 

v X dy - j-Y dx ' j| p r j mo mem bro di 

R di 

quest’equazione esprime l’azione del canale contro 
il corpo nella direzione normale GC , c conseguen. 
temente la pressione del corpo contro il canale nel- 
la direzione opposta GK . Dunque il secondo mem 
bro di detta equazione farà conoscere la quantità di 
tal pressione. 
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15 1- Se si muove il corpo pel canale senza FICì. 
essere sollecitato dalle forze acceleratrice X' , Y* , 
allora per essere vdv — o , il suo moto non può 
essere che uniforme ; e la pressione contro il canale 

diventa = ~ , la quale sempre viene esercitata in 

direzione opposta a quella del raggio osculatore . 

Esempio . 


152. Suppongasi, che la figura precedente del 
canale sia un arco circolare AGH (Fig. 26), e che 26. 
jl corpo sollecitato unicamente dalla gravità terre, 
stre coll’ impeto acquistato cadendo per l’arco SA 
ascenda per l’altro AG. Sia adunque il raggio ver- 
ticale BA = r , T ascissa orizzontale AE = x , 
l’ordinata EG = y , e la velocità del mobile in A 
sia = c. In questo supposto avremo la forza X' 
secondo C/* = o, e la forza Y ’ secondo GL =: — g 
per essere la direzione GL opposta a quella della 
gravità terrestre. Laonde l’equazione- del moto del 
corpo si riduce a — - gdy — vdv , la quale integra- 
ta , con avvertire che v diventa c quando y r= o , 
si cangia in v 2 c z — igy. Parimente l’azione 
esercitata dal canale contro il corpo nella' direzione 
normale GC (per essere R = — r) risulta =: — 

v 2 gdx (c 2 — zgy) gdx . . 

r ds r ds ’ 

scendo negativa indica l’azione dello stesso canale 
sul corpo nella direzione opposta GK , e conseguen- 
temente la pressione del corpo in contrario contro 

il canale in direzione GC sarà = S — -4- ~ . 

ds r 

IVTa la proprietà del cerchio dà x = y/(2ry — y 2 ) , 


dx =z 


rdy — ydy 


\S{?ry—y 2 ) 


- , ds ss \/ ( dx 2 dy z ) = 
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rdy 


Jx 


>• — y 


Dunque la dct« 

c 2 — \?y ' 


V t 2»y — y 2 ) 1 ds r 

?[r — y) 

ta pressione sarà = — — -, - 

r r 

Per determinale il tempo, ricorro all’ equazione 

u ds rdy „ 

at = — = — — . Cangio 

v Vi ,c — *gy) V(»ry — y l ) 

quest’espressione in un’altra data per v, sostituendo 


i valori di y = 




H 


— , e di dy = — 


vdv 

i 


* ed 


zrd» 


ottengo 4 — - Vlc 2 __^)V( 4 ^ — e 1 -*-* 1 ) * 

Se la velocità c è estremamente picciola rispet- 
to a quella , che il grave acquisterebbe cadendo 
pel semidiametro r , ovvero rispetto a V2 gr , e 
quindi anche v, che non può mai superare c, c 
estremamente picciola in confronto di c , che è 
quanto dire se l’arco SA, per cui il grave è disce- 
so , è minimo , in tal caso diventa dt = — 

dv>J — 
g 


zrdif 


2 y/gr[c * — v x ) VO^ — v 3 -) 


Laonde in- 


T *0 

teerando si avrà / = V— • Are. cos. — senza ag- 

g c 

giunta di costante , perchè quando v = c svanisce 

t insieme con Are. cos. — . Preso poi v = o , si 

c 

ottiene il tempo della scmioscillazione per AG , 
cioè ( essendo n la scmipenferia del cerchio de- 
scritto col raggio 1 ) t = Ijr V “ > onde il tem. 
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po dell’ oscillazione intera per SAG sarà n \/ — .Se 

g 

questo tempo dovesse essere di un minuto secon 

o 

do, risulterebbe r= "TT , che fa conoscere la 

n 

lunghezza del pendolo a secondi per quella latitu 
dine , dove si prende il valore della gravità terre- 


stre g , che ne’ nostri paesi trovasi = 


30,2 

(«■*)» 


1 5 j. Per obbligare il corpo a muoversi per 
una curva data qualunque, egli è evidente, che 
basta sospenderlo ad un filo perfettamente flessibile 
ed inestensibile, il quale si applichi ed avvolga ad 
una lamina , che abbia la figura dell’ evoluta della 
curva proposta : ed in questo caso la tensione del 
filo equivale alla pressione contro il canale del caso 
precedente . 

154. Muovasi ora il corpo per la Trajet toria 
ACS ( Fig. 27. ) continuamente animato da due 27. 
forze, una diretta ad un punto fisso F secondo la 
retta CF , l’altra secondo CP normale alla CF , e 
cerchisi la distanza CF del corpo dal punto fisso F 
per un tempo qualunque, e l'angolo AFC . 

Prese le coordinate ortogonali FB z=z x , 

BC = jy, l’angolo AFC = 9 , il raggio vettore 
FC =r r , si ha x = r ces. <p , y = r seti. 9 . Si 
chiami F la forza sollecitatrice secondo CF, e P la 
forza secondo CP . Si risolvano entrambe secondo 


le direzioni CM , CN parallele agli assi delle ascis- 
se, e delle ordinate, e da questa risoluzione risul- 
terà la forza intera secondo CM = — F cos. <p — 
JP stri, cp, e la forza intera secondo CM = Pcos. 9 
— Ftew. 9 . Perlocchè il principio delle forze ac- 
celeratrici somministrerà le due equazioni 

ddx = — ( Fcos. 9 -+- P stn. 9 ) di 1 1 
ddy — — - ( F sen. 9 — P cos. 9 ) dt 2 . 
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Moltiplico la prima per cos. 9, 
rem (p, e ne prendo la somma: indi moltiplico la 
prima per seti. <p , la seconda per cor. 9, e sottraggo 
questa da quella . Ciò fatto ho le due equazioni 
seguenti 

dd* cos. <p ddy seti. (p = — Fdt z , 
ddx seti, cp — ddy cos. tp = — Pdt x . 

Inoltre essendo X = rcos. (p , y = r sen.tp , ope- 
rando allo stesso modo si trova 

x cos. <p -4- y seti. 9 = r , 

.V seti, 9 — y cos. 9 = 0. 

Prendo il differenziale di queste due equazioni , cioè 
dxeos. <p -f- dy seti. tp — xd<p seti, tp -4- yd<p cos. <p = dr , 
dx seti. — dy cos. tp -f- xd<p cos. 9 4- ydtp seti. 9 = 0; 
e per essese — dtp ( x seti 9 — y cos • 9 ) o , e 
dtp (x cos. 9 y seti. 9) = rdtp^ i due differenziali 
diventano 

dx cos. 9 -4- dy seti. 9 = </>-, 
dx seti. 9 — dy cos. 9 — — rdtp . 
Differenzjo nuovamente queste ultime, ed ho 
dd x cos. 9 ddy seti. 9 — — df ( dx seti. 9 — dy cos. 9 ) 
= ddr , 

ddx seti, tp — ddy cos. 9 
— di' dp — rddtp , 
vale a dire 

ddx cos. 9 -+- ddy seti. 9 -4- rdtpz = ddr , 
ddx seti. 9 — ddy cos. 9 drdtp — — drdtp — rdd<p , 
ovvero 

ddx cos. 9 -f- ddy seti. 9 = ddr — rdtp 7 , 
ddx seti. <p — ddy cos. 9 = — idrdtp — rddtp , 
Sostituiti questi valori nelle primitive equazioni , 
nascono le seguenti 

I * ddr •*— rdsp x — f— Fdt 1 ire: o, 

II.* rdd<p -f- 2 drdtp — Pdt* = o , 
dalle quali si ricaveranno i valori di r , e 9 . 

155. Se si moltiplica l’equazione li. per r , il 

suo integrale è r x dtp xxdtjprdt ; e poiché - r 7 À<$ 


dtp ( dx cos. 9 -f- dy seti. 9 ) 
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è l’elemento dell’aja ACF , sarà l’ aja ACF ss 
Lj'dtjprdt . 

156. Supposta nulla la forza laterale P, l’inte- 
grale dell’ equazione li.» diventa r*d<? = Cdt , essen- 
do C una costante; il che mostra la proporzionalità 
delle aje ai tempi, qualunque sia la forza solleci- 
tante F. 

157. Moltiplico l’equazione I* per dr , la II.* 
/ per rdq > , c la loro somma dà drddr H- rdrdtp 3 - -+- 

r 2 dfddy = Pdt 2 rd<? — Fdt 2 dr , il di cui integrale 

è dr 2 -+■ r 2 d<f x = idt 2 J^( Prdy — Fdr ) . Essendo 

pertanto V (dr 2 -f- r 2 d<p 2 ) l’elemento dell’arco AC, 
se si chiama v la velocità del mobile in C, nascerà 

«* = ~C*' - = iflTrdy — Fdr). 

158. L’equazione II. moltiplicata per ir* di p 
diventa ir*dq>dd<p -1- 4r 3 drdq > 2 = iPr 1 dt 2 d<p , che 

ha per integrale r'dip 2 = idt 2 J^r x d<^ . Ma pel §. 
precedente è dr 2 = zdt 2 J(Prd<p.— “Fdr) —r 2 d<p 2 , ov- 
vero r 2 dr 2 = 2dt 2 (r 2 Jlprdy — r 2 J^dr)-r*d<f 2 - 
Dunque sostituendo il valore di r 4 <i<p 2 , nasce r 2 dr l sz 
zdt 2 [r 2 JlPrdy — Jpr 2 dfy — r 2 JlFdr ), ed essendo 

J\r % d§ == r 2 Jprd<p — 1 frdrjprdy , risulta in fi. 

ne r 2 dr 2 = ìdt 2 (xjrdrjlprdty — ■ r 2 Jlpdr ) . 

159. Poiché nell’ipotesi di P = osi ha ( 5 . 156) 

CÀt 

r 2 dq> ss: Gfr, ovvero r<Jcp = -- — » e ( §. 157 ) 


dr* 4- r 2 d l <p = tdt 2 JFdr , cioè dr 2 =r — 

r*d<p l — xdt^^Fdr, fatte le sostituzioni nasce dr 2 
C 2 dt z ' • /• 

= — — a -, — * xdt 2 ! Fdr , e conseguentemente 


r V ( — C* — Fdr )' 

160. Con tali formole si determina nell’ Astro- 
nomia Teorica la longitudine, l’anomalia, e la di- 
stanza de’ pianeti dal centro della forza attrattfice , 
che regola, i loro moti . 
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ARTICOLO XIII. 


Stille Traiettorie in differenti piani , ossia a doppia 
curvatura . 


I. 

Nel moto libero . 

161. Stabilite le tre direttrici ( Fig. 28 ) CA , CD , CS 28. 
normali 1’ una all’ altra t sicché le due CA,CD sieno 
nel piano della tavola t e CB sia perpendicolare a 
questo piano , suppongo , che il corpo si muova 
liberamente per la Curva EGS a doppia curvatura , 
e venga sollecitato da quante e quali si voglia pò. 
tenze accelcratrici , e passato il tempo t sia perve- 
nuto in G . Peravere le tre coordinate della Curva, 
si guidi da G la normale GY al piano ACD , c da 
Y la perpendicolare YX alla retta CD, e saranno 
CX = x , XY = y t YG — z le coordinate della 
Curva rispettivamente parallele alle direttrici . Sia il 
viaggio fatto dal mobile nel tempo t EG = s , e 
perciò il suo elemento Gg^: ds =.\f (dx 1 -\-dy 3 '-\-dz*), 

e la velocità che ha il mobile in G sia v = ^ . 

Si riducano ora pel noto Teorema di Statica tutte 
le forze acceleranti a tre secondo le tre direzioni 
GP , GQ, GR fra se perpendicolari, e parallele alle 
direttrici, e si nomini P la forza secondo GP, Q la 
forza secondo GQ , R la forza secondo GR. 

Il principio delle forze acceleratrici somministra le 
tre quazioni 

I.* ddx tss Pdt s ; II » ddy = Qdt 1 ; II * ddz — Rdt r , 
dove dt si prende per costante. Dipendendo per- 
tanto le forze P , Q, R dalle coordinate x,y,z, o 

anche dalla velocità gli artifizj analitici 


v 


s 
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applicati alle tre precedenti equazioni faranno conoscere 

la natura della Trajettoria , e il moto del corpo per essa. 

Intanto siccome ds z =z dx z dy z dz z , e 

_ ds z , dsdds 

v* = -jp , e pero vdv =3 ~~jp r ~ — • • • 

d xdd v dyddy -+- dtddi . - 

• , la somma delle tre pre- 

dette equazioni moltiplicate la prima per dx , la se. 
conda per dy , la terza per dz, e divise per dt z da- 
rà vdv = Pdx - 4 - Qdy Rdz , equazione , che serve 
a determinare l’accelerazione del corpo per la Curva. 

Ad effecto poi di trovare la Curva , pongo 
dy == pdx , dz ss qdx , donde nasce ds = 

A* VC t -ìrp z -hq 2 ), e v=i v'C 1 )■ 

Inoltre ddy = pddx -f- dpdx , ddz = qddx -+- dqdx , 
e quindi dpdx — ddy — pddx =. Qdt z — Vpdt % , 
dqdx 33 z/riz — qddx ss l\dt z — Pqdt 2 

Sicché essendo ss ^ 1 ~*T H J la sostitu 

v *• 

zione di questo valore offre 

j e = ±il+J^tn iSL - r pì , 

e queste due equazioni si riducono immantinente in 
queste altre 

jQi* — Pdy ~ , 

1 + 7 1 

** - = — ~T“T , 

le quali sostituiti i valori di p , q , dp , dq si convertono 
nelle seguenti 

Qdx — Pdy = ^(Axddy — dyddx) * 

Rdx — Pdz = ^ dxdd * — dzdd x)^ . 

t _ ds 3 - 

e di quest’ ultime divisa la prima per Axàiy — dyddx, 
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la seconda per dxddz — dzddx , nasce 

Qdx ~ Pdy Rdx - Pd* 

dx ddy — dyddx dxddz — dzddx ’ 

c moltipllcando in croce , indi dividendo per 
si giugne finalmente ali’ equazione 
P ( dzddy — dyddz ) -4- Q( dxddz — dzddx) 
ii( dyddx — dxddy ) r= o , 
che fa conoscere la Trajettoria. 

162. Per ritrovare la velocità del mobile in 

qualsivoglia punto della Trajettoria abbiamo l’equa- 
zione vdv = Qaljy iJ Jz , ed è manifesto , 

che è il valore della forza tan- 

ds 

genzialc , che risulta dalla risoluzione delle tre forze 
sollecitanti P , Q, R. 

163. Se delle due equazioni 

Qdx — Pdy zxz ■—,( dxddy — dyddx ) , 

Rdx — Pdz = ~ 2 ( dxddz — dzddx ) 

si moltiplica la seconda per dy , la prima per dz, e 
si sottrae questa da quella, indi il residuo si divide 
per dx , risulta la teiza equazione Rdy — Qdz rza 

j- 2 ( dyddz — dzddy). E quindi per determinare la 

Trajettoria bastano due delle tre seguenti equazioni 

Qdx~Pdy = £ 2 {dxddy -dyddx)=£ixU.^£) t 

Pdz — Rdx -=z ~^(dzddx — dxddz) =~^dz 2 d. » 

Rdy —Qdz = -(dyddz - dzddy) = £dy*d . , 

delle quali due qualunque involgono la terza . 

164. L’equazione finale del § 1 6 1 . può anche 

rappresentarsi in questa forma 

**”■(£) + a ?**- (£) + ***' ■(■£)=* 


I 


r iu. 


I<je 

105. Le tre forze P , .(?, R , dalle quali il mo- 
bile viene sollecitato , si riducono ad una sola , la 
quale è manifestamente = V ( P 1 -+- Q 1 ■+■ -R 2 ) • 
Nominata questa P, è facile il vedere , $he la sua 
direzione forma con GF un angolo, che ha per 


P ... s Q 

coseno — , con (7jQ un angolo , il di cui coseno c y , 


e con GR un angolo, che ha il coseno — . 

r 

1 66. Se la direzione della forza F forma colla 
direzione Gg del moto del corpo un angolo = w, 
la forza sollecitante secondo Gg , cioè la forza tan- 
genziale ^ diventa zzzFcos.w, dal 

di % 

1 Pdx — 1— Qdy — 4 — Rdz 

che nasce cos. w = — — > J . 


IL 

Nel moto obbligato . 

167. Facciasi ora l’ipotesi, che il corpo si 
muova in un tubo o canale a doppia curvatura , 
ma che non sia sollecitato da alcuna forza accelera- 
trice , e cerchisi il suo moto , e la pressione contro 
28. il tubo . Sia dunque EGS ( Fig. *8 ) la figura del 
tubo, c pongasi, che passato il tempo t il corpo 
sia giunto in G % ed abbia scorso lo spazio EG . Si 
riferisca pertanto il luogo G del corpo a tre dire 
zioni fisse CD, CA , CB 1 ’ una all’altra perpendi- 
colari , ed a queste sieno parallele le coordinate 
CX~x, XYz=y , YG = z- Ora siccome il cor- 
po è necessitato a seguire la direzione del tubo, 
questo agirà sul corpo con forze a ciò necessarie, 
le quali però dovendo esercitarsi in una direzione 
perpendicolare alla curvatura del tubo non potranno 
produrre verun cangiamento nella velocità del mo. 
bile , il di cui moto sarà conseguentemente unifor- 
me . Ridotte queste forze alle tre direzioni GP , 
GQ> GR parallele ai tre assi delie coordinate, c 


t 

\ 
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chiamata la prima P , la seconda Q , la terza R , c 
la velocità costante del corpo c, si fa palese, che 
per l’ immutabilità della velocità nasce 1’ equazione 
Pdx -f- Qdy -f- Rdz — o. Inoltre nelle tre equa- 
zioni tldx = Pdt 2 , tldy = Qdt z , A ih = Rdt z so. 

stituendo il valore di dt z— —, risultano le tre se- 
guenti c 2 ddx = r ds z , c 7 dily = Qils 2 , c 2 ddz zzz Rdt z , 
e quindi ds*(P 2 -+- Q 2 -f- R z ) = c' i (ddx z -+• ddy 2 
-4- ddz 2 ) • ovvero -1- Q 2 -f- F 2 ) — 

c 2 \/(ddx 2 -4- <Wy 2 -I- ddz 2 ) „ , , „ 

— = F , che e 1 espres* 

sione della forza totale F, con cui il tubo agisce 
nel corpo, ed a questa forza è uguale e contraria 
la pressione del corpo contro le pareti del tubo . 

La direzione poi di questa forza F, che è la 
risultante delle tre forze P, R, forma colla ret- 

P 

ta GP un angolo, il di cui coseno h = — = 

'u. 


V (ddx 2 ddy 2 • 


, colla retta GjP un an- 

' ddz 2 ) 


golo , che ha il coseno = — =s 

r 


/My 




^y a 


ddz 2 ) 

che ha per coseno — = 


, e colla £7F un angolo , 
ddz 


F V (ddx 2 ~\~ ddy 2 -\r ddz 2 ) ' 

1 68 - Chiamando r il raggio osculatore della 
curva del tubo in G , ed essendo F la forza nor. 

male, e c la velocità , ne verrà (§ Ip) r = jT '• 

F = 

nascerà r = . . • 


e siccome si i trovato ora 

c z \J (ddx 2 -+■ ddy 2 -+• ddz 2 ) 

' , 


di 2 


IG. 


«4* 


a TT~i TTT~ • E poiché inoltre la 

V (ddx 1 -4- ddy 1 -+- ddz 1 ) e 

posizione del raggio osculatore è la medesima che 

quella della forza normale F, formerà ancor esso 

colle rette GP , GQ_ , GR i medesimi angoli, che 

forma la direzione della forza nomale, e de’ quali 

nel §. precedente abbiamo assegnato i coseni . 

169. Se si volesse ora esaminare il moto d’ un 
corpo non per una data linea , ma per una data 
superficie qualunque, basterebbe far attenzione, che 
la direzione dalla forza esercitata dalla superficie 
contro il corpo dee sempre essere perpendicolare 

► alla superficie ; sicché dall’equazione proposta di 
questa ricavando la posizione della retta ad essa 
normale, cioè l’inclinazione di tal retta alle tre da- 
te GP , GQ_ , (7i? , ed eguagliando 1’ espressione di 
questa inclinazione con quella dell* inclinazione nel 
§. 167. assegnata della forza F all’ una , o all’ altra 
delle stesse tre rette , si trarrà quindi una nuova 
equazione fra le coordinate x , y , z , la quale com. 
binata coll’equazione della superfìcie servirà a de- 
terminare la linea percosa dal corpo sulla detta su- 
perficie, donde potrà anche inferirsi, ciò che per 
se stesso è evidente, che una tal linea esser dee la 
più corta di tutte quelle , che vanno dall’ uno all’ 
altro de’ medesimi estremi. 

I I I. 

Nel moto riferito ad un polo . 

170. Non dee finalmente tralasciarsi il metodo 
di definire i moti fatti nelle Curve a doppia curva, 
tura per mezzo deeli angoli riferiti ad un punto fis- 
so , metodo di grandissimo uso e vantaggio nella 

)a Teorica Astronomia. Sia dunque ( Fig. 29. ) il cor- 
po G sollecitato parte da una forza verso un punto 
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fìsso C, parte da altre forze in qualunque direzio- 
ne , e si proponga di determinare il suo moto re. 
lativamente al punto fisso C. 

Si immagini un piano, che passi pel punto fìs- 
so C, e sia il piano della tavola, e si prenda in esso 
la direttrice CA , e supponendo , che nel tempo t 
il corpo sia arrivato al punto G della Trajettoria, 
si abbassi sul detto piano la normale GY , e da 
Y la normale YX all’asse CA, per modo che sieno 
CX = x , XY =s y , YG == z tre coordinate orto- 
gonali della Curva. Si risolva la forza, che solleci- 
ta il corpo secondo GC verso il punto fisso C , 
nelle due secondo GY , e secondo YC; ed inoltre 
tutte le altre forze sollecitanti si risolvano in tre , 
cioè secondo GY , secondo YC, e secondo YE , 
essendo quest’ ultima situata nel piano ACY , e per- 
pendicolare a CY . Così tutte le forze sollecitarne! 
del corpo saranno ridotte a tre, una secondo YC, 
che si porrà = H , un’altra secondo YE, che si 
assumerà = I, ed una terza secondo GR , che fa- 
rassi = R. Riducendo poi queste tre forze alle di- 
lezioni delle coordinate, è facile il vedere, che fat 
to l’angolo ACY — q >, ne risulterrà ( §. 1 6 f ) 

1? Forza secondo XC ~ H cos. <p -+- 1 sen. <p = — P, 
Forza secondo YX = Hsen. 9 — Icos. <p= — .(>, 
3. 0 Forza secondo GR = R. 

Gli effetti di queste forze vengono rappresentati 
dalle seguenti tre formole 

1 -* ddx =r — dt z ( H cos. 9 -+- I sen. <p ) . 
a. 3 ddy — — dt z ( H sen. 9 — I cos. 9 ) . 

3. 3 ddz=Rdt z . 

Moltiplico la prima per cos. 9 , la seconda per 
sen. 9, c ne prendo la somma; poi dalla prima mol 
tiplicata pe>' sen. <p sottraggo la seconda moltiplicata 
per cos. 9 : il che somministra le due equazioni 
ddx cos. 9 -f- ddy sen. 9 = — Hdt z . 
ddx sen. 9 — ddy cos. 9 — — — ld( z . 
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Faccio ora CYszu, ed ho 
x = u cos. 9 , 
y = u sen. 9 ; 
e di qui ricavo 

x cos. <p -+- y sen. 9 = ti , 

X sen. <p — y cos. <p = o . 

Prendo di queste i differenziali, cioè 
dx cos. 9 -H dy sen. <p ■— dep ( x sen. 9 — y cos. <p ) = dii, 
dx sen. <p — dy cos. cp -j- dep (x cos. <p-t-y sen. 9 ) = o , 
vale a dire 

dx cos. <p —4— dy sen 9 = dii , 
dx sen. 9 — dy cos. 9 = — ud<p . 

Differenzio nuovamente queste ultime , e trovo 
ddx cos. 9 -f- ddy sen. 9 — dep ( dx sen. 9 — dy cos. 9 ) 
= ddu , 

ddx sen. 9 — ddy cos. 9 d(p ( dx cos. <p -t- dy sen. 9) 
= — dudcp — uddcp t 
e quindi ritraggo le due seguenti 

ddx cos. 9 -+- ddy sen. <p =1 ddu — udep 2 , 
ddx sen. 9 — ddy cos. 9 =. — 1 dudcp — uddcp . 
Sostituisco presentemente questi valori nelle due 
equazioni primitive , ed ottengo le due seguenti 
fondamentali 

I. » ddu — udep 1 -4- Hdt 3 - = o, 

II. » uddcp -t- 1 dudcp — ldt z = o . 

Pongo oltracciò l’angolo di latitudine GCY = 9, 
siccome l’angolo di longitudine ACY 9 . L’ inter- 
sezione del piano che passa per C, e per l’elemento 
Gg della Trajettoria , ovvero per la direzione del 
moto in G col piano ACY , cioè la linea de' nodi 
sia CT, ed a questa si meni la perpendicolare YM , 
indi la GM , e verrà notata l’inclinazione di questi 
due piani dall’angolo GMY — p. Fatto poscia 
l’angolo ACT = w , e però TCY s= 9 — w, 
nasce CMzxzutos. ( <p — tu), YMzzz u sen. ( 9 — w )» 
Y G = u seti. (9 - — w ) tang. p = z = u tang. 9 ; 
conseguentemente tang. 9 = sen. ( 9 — tu ) tang. p . 


/ 
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Qui convien osservare, che per tutto il tempuscolo 
dt, che il corpo impiega a muoversi per 1’ elemento 
Gg della Curva rimane invariabile così la linea de’ 
nodi CT, e quindi l’angolo w , come pure l’inclina- 
zione p dell’ orbita al piano assunto : ond’ è , che 
nel differenziare il valore di tang. 9 si potranno avere 
per costanti w, e p. Ma appartenendo il punto g 
anche all’ orbita variata , come quello , che è prin. 
cìpio dell’ elemento susseguente dell’ orbita , si rende 
chiaro, che il differenziale di tang. 9 si troverà lo 
stesso anche con far variare w, e p. Dal che si otterrà 
d . tang. 9 = d<p cos. ( 9 — w ) tang. p = 

(d<p—dm) cos ( <p — « ) tang. p -h sen ’ ( 9 — «) ; 

e quindi 

dm cos. (9 — io ) tang. p = ~~~i stn - (9 — « ) » 
e per fine 

- : zzc = d . log. tang. p . 

tang. (9 — ai) sen. p cos. p 0 r 

Oltre a ciò essendo z = « sen. (9 — w ) tang. p , se 

si sostituisce in dz il valore di dp = . . . 

dm un. f tot. f et. rinllB 

sen. (cp — u) 

dz = du sen. ( 9 — . w ) tang. p ■+■ 

« ( d(p — dm) cos. ( 9 — w ) tang. p -f- .... 

udm cos. (9 — w ) tang. p = ^ dii sen. ( 9 — u ) -f- 
ud<pcos.(<p — v )^tang. p , 

e questo valore ■uovamente’^JiffereBziato esibisce 
ddz = ^ddu sen. (9 . — w) -+- du Qz^9 — dui) cor. (9 — • w) 

— udq>(dcp - dm) sen. (9 — ») ttddy cor.(? — m)^tang. p 

-+- ^dtis0H .'( <p — «1 ) *f- udep cos. ( <P — * ) ^ X 
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dm tang . f co!. ( <p — <11 ) 
scn. ( 9 — m ) 

idud<]> coi. ( <p — a ) 
uJtp z sen. ( <p — ») 


{ ddu sen. ( <p — # ) •+- 


-1- Uddlp CO!. ( <p — " ) — 

udtDdm \ 

— ; I tanz- p . 

ita. (<p — » ) / * 

Ma già »i è trovato 

ddu — ul<p z — — Rdt z , 

cd uddap -+- 1 dud<p = Idt z . 

Dunque sostituendo questi valori , ne deriverà 

ddz = ^ litica. ( <p — tu ) — Hdt l sen. ( <p — m ) -4- 
«rf<p ia> 


ZTZ]) tan S- ? = Rdt * » 


aen.(<p 
e quindi 
udQd* _ / 

;«U9-V, (/*««.(?-*) - /«/.(* — •) 

■+■ -H co/. P ^ » 

ovvero 

m, * = - 

I coi. (<p — « ) - f- K co/, p ^ , e 
IV.» d. log. tang. p = ««. (<p— » ) — 

/ cor. ( <p — « ) -4- Il co/, p^ . 

Per tal modo abbiamo quattro equazioni , con 
cui determinare per un dato tempo qualunque / le 
quattro quantità «, , » , p, delle quali equazioni 

le due prime sono differenziali di second’ ordine , e 
le ultime semplicemente di primo ordine . In luogo 

della IV.» a motivo di d. log. tang. p = 

si può scrivere quest’ altra 

IV.» d.tang.p ss — 


dm 


tang. — • ) 


dm ta ng. p 
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171. Ritrovati i valori delle quattro quantità 
u, <p , * , p se ne dedurrà immantinente tanto il 
valore della latitudine GCY sz. , quanto quello 
della distanza vera GC dalle due forinole tang .\ f = 

sen. ( 9 — *> ) tang. p , GC =r , dove « , ossia 

CCS. ti) 

CY si nomina la distanza accorciata. 


172. Dall’ equazione III * nasce 


da 


ntf«p ( ** Sen ' ^ w ^ C0S ‘ ^ w ) ■+* cot - pj ; 

dal che si fa palese , che ogni qualvolta sarà 
H sen. ( <p — *> ) — / cos. (<p — * ) -+• R cot. p = o , 

anche -- dovrà essere — o , vale a dire 

sen. (ip — u) 

da o ; e constguentemente per la IV.» equazione 

d m tang.p ^ __ — - 0 ovvero da — o . 

tang. ( cp — tu ) cos. p 2 ' 

Dunque nella predetta ipotesi di H sen. (<p — te) — — 
J cos. (<p — w ) -\-R cot. p r= » si annulla così du , come 
dp . che è quanto due la linea de’ nodi , e l’ inclinazione 
dell’orbita non soggiacciono a verun cangiamento. 

173. Si ripiglino le due equazioni 
H cos. <p ~h l sen <p = — P 
Hsen.qt — 1 cos. 9 = — £>. 

Si moltiplichi la prima per sen. " , e si sottragga 
dalla seconda moltiplicara per cos.se ; il che darà 
P sen. m — Q cos. w = H sen. <p cor. u — H cos. <p sen. w 
— 1 sen t p sen. u — 1 cos. <p cos. u = H sen. (cp u) — 
1 cos. (cp — ai). Laonde introducendo le forze primi- 
tive P, Q, R parallele ai tre assi delle coordinate 
si avrà R sen. ( <p — u) — 1 cos. (0 <— m ) - 4 - R cot. p 
= P sen. *> — Q_cos. « ■+• R cot. p , che è 1’ espressione 
della forza, la quale produce le variazioni momen- 
tanee d», dp, cioè a dire tende ad alterare il luogo 
della, linea de' nodi, e l' inclinatone deli' orbita . Da 
una tal espressione della momentanea variazione pro- 
dotta nel rito della linea de’ nodi, e nell’ inclina 
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zione dell' orbita l’Astronomia Teorica ne ha tratto 
un insigne vantaggio , e il famoso Mayer ne ha 
ricavate le sue immortali Tavole della Luna . 

- ; — m 

ARTICOLO XIV. 

Sul vero concetto della Forza Centripeta, Centrifuga , 
Procentrifuga, e Normale; e del moto libero 
ed obbligato nelle Curve ; e sulla pressione 
dìe in esse n» risulta . 

174. I^Jel leggere le Opere di alcuni de’ più acclamati 
moderni Scrittori di Meccanica, Astronomia , ec. s’in- 
contrano tanti equivoci, ambiguità, ed anche con- 
traddizioni nello stabilire le giuste idee , e le pre- 
cise nozioni della Forza Centripeta , della Forza 
Centrifuga, e della Forza Normale , che sarebbe una 
meraviglia , se un giovane Geometra anche de’ più 
attenti e ingegnosi trovasse da se stesso la via di 
uscire da tal laberinto, e giugnesse a formarsi un’ 
idea adequata e distinta del soggetto proposto . A 
scanso pertanto d’ogni equivoco e confusione , ecco 
in breve la maniera come > io- concepisco la cosa. 
Due sono gli stati , in cui può trovarsi un punto 
mobile in ordine al suo moto , cioè 1? in un moto 
liberai 2? in un moto obbligato, o non libero. 

I. 

Nel moto libero. 

175. Nel moto libero d’ un corpo per una Cur- 
va in virtù d’ una forza centrale sollecitante il cor 
po verso un punto fisso situato nel piano della 
Curva , si suole da molti Geometri ( fra gli altri 
Boscovich nelle note a Stay ) stabilire, che Ia for- 
za centripeta è sempre uguale alla centrifuga, come 
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l’azione alla reazione, e che è un errore grossolano r u 
il credere I’ una maggiore o minore dell’ altra , non 
essendovi tra esse altra differenza che nella direzio- 
ne , la quale è sempre opposta • 

Ora ciò è verissimo, se per forza centrifuga 
s’intende quella, che farebbe descrivere la lineetta, 
per cui il mobile diventando libero si allontancreb 
be in f un istante dall’estremità dell’archetto, che 
esso attualmente descrive in quell’ istante , la qual 
lineetta esprimendo altresì 1’ accostamento del mobi- 
le all’estremità di detto archetto in virtù della for- 
za centripeta agente in quell’ istante misura 1’ effetto 
della forza centripeta , e conseguentemente in que- 
sto supposto le due forze centrifuga, e centripeta 
venendo rappresentate dalla medesima linea presa 
in direzioni opposte debbono essere uguali , e con- 
trarie . Così se il puntò mobile descrive la Trajet- 
toria ABG ( Fig. 30} in virtù d’ una forza che lo 30. 
sollecita di continuo verso il punto F, e se giunto 
in B diventasse libero , e percorresse in un istante 
colla velocità , che trovasi avere in B , la tangente 
BE, laddove essendo sollecitato dalla forza percor- 
re in quel medesimo istante 1’ archetto BG ; egli è 
certo, che la lineetta EG = BN mostra l’effetto 
della forza centripeta , e che la stessa linea in dire- 
zione opposta cioè GE rappresenta altresì l’effetto 
d’ un’altra forza passiva , la quale risulta dalla forza 
tangenziale attiva BE , per cui ih mobile giunto in 
E si sarebbe allontanato dall’estremo G dell’archet- 
to BG pel tratto GE ; e questa forza espressa da 
GE chiamasi da molti centrifuga , ed è sempre 
uguale ed opposta alla centripeta . 

176. Condotti i due raggi osculatori BC , GC 
della curva infinitamente vicini, e la GAI perpendi- 
colare alla tangente BE , egli è evidente , che si 
può supporre il mobile nel principio dell* istante ; 
durante il quale descrive BG , come animato dalle 
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due forre , BM tangenziale , ed MG , ovvero B 0 
normale . Ora questa forza normale MG presa odia 
direzione opposta GM è quella , che da alcuni altri 
si chiama centrifuga, come quella, per cui si scosta 
il mobile dal centro C del circolo osculatore della 
curva nel venire da B in G , si scosta, dico, per 
l’intervallo GM. Ed è poi manifesto, che questa 
forza GM , che noi diremo procentrifuga , c sempre 
minore della centrifuga GE , alla quale non diventa 
uguale se non nel solo caso che il raggio vettore 
della curva , ossia la direzione della forza centrale 
riesca perpendicolare alla curva. 

Quindi si ricavano i seguenti Teoremi, 
i? La forza procentrifuga non è altro che la for- 
za detta normale , ma prcia in direzione opposta . 

a® La forza procentrifuga è sempre minore della 
centrifuga , salvo il caso che 'la direzione della forza 
centrale , ossia il raggio vettore della curva diventi per- 
pendicolare ad essa, nel qual caso le due forze procen- 
trifuga , e centrifuga divengono eguali . 

3°. La forza centrifuga sta alla procentrifuga co- 
me sta il seno tutto al seno dell' angolo fatto dal raggio 
vettore , o dalla direzione della forza centrale , e dalla 
cwva , ovvero al coseno de IP angolo formato dai due 
raggi , vettore , ed osculatore . 

4°. Nel circolo la forza centrifuga è la stessa else 
la procentrifuga . 

La forza centripeta, o aitehe centrifuga del 
mobile in un punto qualunque della sua orbita sta alla 
forza centripeta , o anche centrifuga, che esso avrebbe, 
se in quello stesso luogo si movesse equabilmente nel cer 
chio osculatore della Curva colla velocità competente a 
quel punto , come sta il seno tutto al seno dell' angolo 
fatto dal raggio vettore colla tangente della curva. 

6? Chiamato r il raggio osculatore in B . N la forza 
procentrifuga , o normale , v la velocità del mobile in 
B , e <p l’ angolo FBQ , risulta la forza centrifuga 


* 
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— = — =3 , e sstttdo g la traviti 

sen.( p r ten. <p rsen.sp 

terrestre , ed h /’ altezza dovuta alla velocità v. 

177. Il D’ Alembert negli articoli per altro bel- 
li ed interessante dell’ Enciclopedia riguardanti le 
Forze Centrali, quali sono Centrifuge , Ceutirpete , 
ec. parla ancora egli con poca esattezza , c contri- 
buisce non poco ad imbrogliare le idee di chi lo 
legge, come per esempio allorché quivi stabilisce 
che la forza centrifuga non meno che la centripeta , 
per lui sempre uguali, sono rappresentate dalla linea 
perpendicolare alla tangente della curva nel punto 
dove agisce la forza sul mobile , e sono ad essa 
lineetta proporzionali : il che non è vero se non 
in uno dei due casi , cioè 1? quando si parla della 
sola forza procentrifuga , o della sola forza normale , 
ma non della centripeta j a? quando si parla anco 
della centripeta , purché però questa abbia una dire- 
zione perpendicolare alla curva . 


FI6 


II. 


Nel moto obbligato , 0 non libero . 

178. Se il punto mobile a cagione di qualche 
esterno impedimento non può andare per quella 
strada , per la quale in virtù delle forze , ond’ è 
animato, naturalmente andrebbe, il suo moto si di- 
ce obbligato , 0 non libero . Supposto , che il punto 
sia costretto ad andare per la linea o canale curvo 
j 4 BE (Fig. 3 1) , e che si trovi in sicché debba nell’ 3!. 
istante appresso descrivere l’ demento BD ; egli è 
manifesto , che se in vece di essere obbligato , un 
tal moto fosse libero, qualunque esser potesse la 
sua origine o forza motrice, vi sarebbe sempre in 

t 

esso punto in B una forza normale BP =s CD = — 


1 


‘Si 

2 pfi , , 

s= — , c questa uguale e contraria alla procentrifu - 

ga PB = DC. I\la essendo obbligato il moto, che 
qui contempliamo , ed il punto costretto ad andare 
per un cammino prescritto, cioè pel canale anzidet- 
to , non è necessaria la prefata forza normale , ma 
la sua eguale ed opposta, cioè la procentrifuga spie, 
gn la sua energia contro le pareti del canale pre- 
mendo perpendicolarmente contro la via curvilinea 
segnata dal punto in movimento. 

179. Siccome nell’espressione 3 ?— della forza 

procentrifuga , o della pressione contro il canale non 
si è considerata la massa del punto premente, e 
peto tal forza è puramente acccleratrice, come quel- 
la che sollecita un punto solo qualunque di tutta la 
massa; quindi è, che se la massa intera del punto 
mobile sarà = Af , la forza motrice della pressione 


contro il canale saia = 


eghjll 


, cioè tanta , quanta 


è quella d’ un grave terrestre premente verticalmen- 
te contro B , ed avente un peso = t Con- 

seguentemente la fermezza del canale in B dev’ es- 
ser tale da poter quivi sostenere verticalmente il 
detto peso, il qual peso è uguale al peso gM del 
punto mobile , o maggiore , o minore di esso se. 
eondo che afc è uguale, maggiore, o minore di r. 

180. Se il punto mobile viene posto in moto 
per un impulso , e costrcto ad andare per un cana- 
le ABE, senza che alcun’ altra forza o impressa , o 
insita agisca in c$so punto, egli preme costantemen- 
te il canale colla forza preallcgata. Così.ase il ca- 
nale AB E è situato topra una tavola or contale, 
cd il punto mobile ed inerte, oppure anclre comun- 
que grave ( giacché in tal situazione la gravità non 
agiste ) cecupa in A la cavità del canale, e riceve 


friiti?F*Lhv ( .noolr 



M3 

un impulso secondo la tangente NA del canale nel 
punto A , dal qual impulso gli viene comunicata la 
velocità c dovuta all’ altezza « , senza essere solleci- 
tato da alcuna forza acceleratrice ; non v’ ha dub 
bio , che esso prosiegue a muoversi lungo il canale 
curvilineo sempre colla riessa velocità c , e pre . 
me contro il canale con una forza proc entri fuga 

— < è-M = variabile in ragione inversa del 

r r 

raggio osculatore di quel punto del canale, dove 
il mobile si ritrova. 

1 8 1 . La permanenza della primitiva velocità c 
nel mobile , ovvero l’ uniformità del suo moto si 
dimostra così: Giunto il mobile dovunque in B , 
colla velocità che ha quivi descriverebbe se fosse 
libero nel tempuscolo dt la lineetta BC prolunga, 
mento dell’elemento SB del canale; e però risoluta 

la velocità in due una a seconda del ca- 
dt dt 

naie l’ altra — perpendicolare ad esso , rimarrà al 
dt 

BD > DC 

mobile la sola venendo 1’ altra distrutta 

dt dt 

dalla resistenza del canale. Quindi è, che la perdi- 
ta della velocità fatta dal mobile nell’istante de sarà 


- BD) = ^BC-V BC- - D<?) = 

—( BC — BC -4- — ■+■ ec.) = , 

dt\ iBC J 2dt.BC ’ 


che è 


una quantità infinitesima di second’ ordine per essere 
BC di primo, e DC di secondo a motivo dell’an- 
golo infinitesimo DBC - Si conserva dunque nel 
moto pel canale sempre la stessa primitiva velocità 

c. Siccome poi il raggio osculatore r = — = 

n/.j BC* 

— - , e quindi DC 2 = — r » ne deriva la per- 
DC * ’ - ì T 




f 


DC l 


r,c> 

2dt. r z 


BC BC 1 
~dt\!P r 
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dita della velocità 

2 dt.BC 

, fatto cioè — = c , e BC = ds . Questa per- 
dita è sempre un infinitesimo di second’ ordine fin. 
tautochè il raggio osculatore r rimane finito ; ma 
se questo diviene infinitesimo, può esser finita la 

cds r 

quantità — - , ed allora il mobile soffre repentina- 
mente una perdita finita della sua velocità . Ciò 
può soltanto accadere nelle cuspidi della linea curva, 
poiché andando il mobile ad urtare direttamente 
contro una di siffatte cuspidi dee perdere tutta la 
cds 3 ' 

sua velocità. Che se — è infinitesimo di prim’ 


ordine, tale è pure la perdita della velocità , e però 
finita in un tempo finito . Ma siccome que’ luoghi 
della curva, ne’ quali il raggio della curvatura è in* 
finitesimo , sono rari, e lontani l’uno dall’altro , 
così il moto del corpo negli archi frapposti a sif. 
fatti punti seguita ad essere uniforme. 

»8z. Il Sig. Kastner nella sua Meccanica pag. 
169. dall’esempio precedente del mobile, che scor- 
re pel canale orizzontale, ne deduce, che in questo 
caso nasce la pressione, ossia la forza dal moto, e 
che però non può decidersi, se le forze sieno la 
cagione del moto, o piuttosto i moti la cagione 
delle forze . 

183. Se l’impulso impresso al mobile nel ca- 
nale non fosse diretto secondo la tangente NA , si 
risolverebbe in due parti , una perpendicolare al ca- 
nale , l’ altra a seconda del canale istesso , quella 
distrutta dalla fermezza del canale , questa intatta e 
spingente il mobile con pieno effetto, ed inpriraen- 
te ad esso una velocità primitiva inalterabile. 

184. Che se il mobile venisse anche sollecitato 
lungo il canale da quante e quali forze acceUratrici 
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li voglia , una delle quali sarebbe per cs. la gravi- 
tà qualora il mobile oltre ad essere inerte si conce- 
pisse anclic grave , e discendesse pel canale curvi- 
lineo verticalmente situato ; allora dovranno ridursi 
tutte queste forze acceleratrici a due , una in dire- 
zione della tangente del canale, l’altra ad esso per- 
pendicolare , quella alteratrice della velocità del 
mobile lungo il canale , questa della pressione con- 
tro il canale . Sicché chiamando N questa forza 
normale nata dalla risoluzione delle forze accelera- 
trici , ed essendo la pressione contro il canale 
prodotta dalla forza procentrifuga , risulterà la pres- 
sione intera = dt N, col segno superiore 

quando la forza normale N riesca cospirante colla 
forza procentrifuga , coll’ inferiore quando N sia in 
direzione opposta alla procentrifuga. E se nel caso 
che la forza normale N risulti opposta alla proceti. 
trifuga, sia inoltre quella, in ordine alla grandezza. 


eguale a questa , cioè N = 


2 gh 


, allora essen- 


do 


igh 


—.N = o , il mobile non preme più 
* * 

contro la via , cui egli trascorre , e conseguente, 
mente il suo moto diviene libero. 

Per maggior rischiaramento di quanto si è det- 
to, credo non inutile di aggiugnere le seguenti 
considerazioni . 

1 8s - Supporremo i? , che il mobile sia un 
punto fisico d’ un volume infinitamente piccolo: 2.° 
ohe la linea, sulla quale si muove , non gli per- 
metta di allontanasi da nessun verso, come fareb. 
be per esempio un canale , il cui diametro fosse 
uguale a quello del corpo : 3? che dentro questo 
canale il corpo possa muoversi liberamente senza 
provare il minimo sofifregamento dalle sue pa r eti. 


Un tal canale non potrà dunque distruggere 
se non que’moti, che sono ad esso perpendicolari, 
e conseguentemente la resistenza proveniente da 
questa causa si eserciterà tutta secondo la perpendi- 
colare alla linea descritta , per modo che non' ne 
risulterà alcuna forza tangenziale per alterare la ve- 
locità del mobile . Dunque se il corpo si muove 
in virtù d’un impulso primitivo, e se il suo moto 
non è turbato da alcuna forza acccleratrice , qualun- 
que sia la curva , sulla quale egli sarà costretto a 
muoversi, avrà esso dappertutto la medesima velo- 
cita , e descriverà in conseguenza archi uguali di 
questa curva in tempi uguali . 

186. Ora un mobile non può essere obbligato 
e necessitato nella sua direzione senza che ne risul- 
ti una pressione continua sulla linea del suo moto , 
ovvero, ciò che è lo stesso, senza che il filo della 
evoluta di detta linea non pruovi una certa tensio- 
ne . Dunque se si applicasse in direzione contraria 
una forza eguale a questa pressione , il mobile de- 
scriverebbe bensì la medesima curva , ma allora il 
suo moto sarebbe libero. 

Suppongasi , che il corpo non si muova sulla cur- 
ya AM( Fig. 31), la cui evoluta è BMC , se non se 
in virtù di qualche impulso primitivo senza essere 
turbato da veruna potenza; e chiamisi F la forza di 
pressione, che esso esercita sulla curva AM secon. 
do la perpendicolare NM . Se questa forza conside. 
rata come forza acccleratrice fosse impressa al mo- 
bile nella direzione opposta MH , la traiettoria AM 
sarebbe descritta con un moto libero . Ora F essen- 
do la forza normale, ha per valore il quadrato del" 
la velocità vv diviso pel raggio^ oscularore MX 
(§ 131 , e 151 ). Questa adunque è altresì il vaio, 
re della pressione sopra la curva, ovvero (Mia ten- 
sione del filo , chiamata da noi forza procentrifuga. 
Ouesta denominazione deriva da ciò , che il mobile 
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tendendo per ia sua inerzia a muoversi uniforme- 
mente , ed in linea retta non può essere costretto 
a descrivere una linea curva senza fare uno sforzo 
continuo per Sfuggire per la tangente, ed allonta- 
narsi dal centro del suo moto. 

187. La forza procentrifuga è dunque uguale al 

quadrato della velocità diviso pel raggio osculatore. 
Ella sta alla forza della gravità come 1’ altezza do* 
vuta alla velocità del mobile sta alla metà del rag- 
gio osculatore . Non bisogna però credere , che la 
forza centrifuga dipenda dalla gravità, imperciocché 
il mobile premerebbe la linea, sulla quale si muo- 
ve, quand’ anco la gravità non esistesse. / 

188. Quali che sieno altronde le forze , che 
sollecitano un corpo nella sua trajettoria , si potran . 
no ridurre a due, una tangenziale T, l’altra nor- 
male N ( «29. e seg. ). La prima altererà la veloci- 
tà del mobile, e si avrà vdv ezzTdt-, la seconda 
^produrrà una nuova pressione sulla cuc,va descritta , 
ed allorché ella agirà nella stessa direzione che la 

forza procentrifuga ~~ , la pressione totale sarà 

h N : ma se ella agisce in direzione contra- 

ria , la pressione non sarà più espressa se non da 



In quest’ ultimo caso la pressione diverrà nulla 

Il . x ’* VV \ • 

allorché N sarà uguale a , e consegueateraentc 

il mobile descriverà liberamente la linea data . E 
questa è appunto l’ equazione , che si ha pe’ moti 
liberi . 

189. Per mezzo della formola vdv = Td> y e 
dell’equazione nota della curva si troverà la veloc tà 
del mobile in un punto qualunque. 11 tempo si de 
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terminerà integrando 


ds 


e la pressione sopra la 


trajettoria sarà espressa da “~zìzN. Ma quest’ulti- 
mo elemento non è necessario per conoscere il moto . 

33. 190. Sia BM (Fig. 3 3 ) la linea data. A? il suo 

asse, X, ed Y le due forze acccleratrici dirette , 1’ una 
secondo MK parallelamente all’asse AP , l’altra 
secondo PM parallelamente alle ordinate. Sia P la 
pressione totale sulla curva secondo la perpendico 
lare OM . Se si applica questa forza in verso con. 
trario secondo M 0 % il moto diverrà libero. Risol- 
vendo adunque la forza P secondo MO in due , la 
prima nella direzione di MM, la seconda nella di 

, Ar . ■ , Pdij , Pdx 

rezione di MQ , si avra — - — per runa, e 

Donde 


ds 
dedurrà 


ds 


per f altra . 

Sostituendo —in vece di dt , si avrà 
v 

Xds -\-Pdy — v il. ^ '^zzwd. v &° • ~f s » 


vdv • 


d ± 


Yds — - Pdx v» * - , . 

\ds / ds <1 

Moltiplicando la prima di queste due equazioni per 

dx, e la seconda per dy , ed aggiungendo insieme 

i prodotti , si trova (Xdx -+- Ydy)ds = . . . 

-*•[£'■(£)+ -*■■•**• 

e siccome £ à (f ) + %j: (-f-) = ... 

dx f dsddx — dxdds \ dy / dsddti — di/dds \ 
dsK. ds 2 j / *?" ds \ ds 2 / 


dsdxdxlx 


ds z J ~~ r ' ds V. ds z 

+- dsdyddy — dx 2 dds — dy 3 ddt 

ds » 


dxddx 


• dyd dy — dsd ds 1 

ds 2 TdP 


■d.(dx 2 + Jy 2 —ds 2 ) 
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= o ; perciò nasce l’equazione Xdx-ì- Ydy = vdv, 
che equivale a vdv — Tds . Parimente se dopo aver 
moltiplicata la prima delle due dette equazioni per 
dy , la seconda per dx , si sottrae questa da quella , 
si avrà ( Xdy — Ydx)ds -1- Pds 2 = .... 

Essend ° p oì 

*y 1 1 dx j / dy \ dy/ dsddx — dxdds \ 

ds \ds ) ds ' \ ds J ~~ ds\ ds 2 / 

dx f dsddy — dyd ds \ dyddx — dxddy 
ds \ ds 2 ) ds 2 

nas " si 

( J^y — Ydx)ds 


«■-W 

Ora il raggio osculatore lì = -> 7 SZT\ • Dunque 




Ydx — Xdy . 






; equazione la quale fa 

vedere , che quand’ anche non vi fosse alcuna po- 
tenza acceleratrice , la pressione sopra la curva non 

v* 

lascierebbe di essere espressa da — . Ella fa vedere 

altresì, che nel caso che vi sieno siffatte potenze, 
la pressione sopra la curva a cagione della forza 
centrifuga è aumentata della forza normale (142) , 
allorché la sua direzione c la medesima che quella 
della forza centrifuga , ed è diminuita di questa 
stessa forza allorché la sua direzione é opposta . 


4 » 


\ ». 


FK5. 


34- 


160 


ARTICOLO XV. 

Sópra le Forze Centrali nelle Curve . 
Teorema I. 


191. 1 Y ella Curva AQ (Fig. 94.) guidati i due 
raggi vettori infinitamente vicini FA , FO , e dagli 
estremi dell' archetto le tangenti AC , OG , e ad esse 
le normali FC , FG dal fuoco j indi cogl' intervalli del 
raggio vettore , e della normale descritti gli archetti cir*. 
colliri BO , GH , dico che /’ archetto circolare BO fra 
i due raggi vettori sta all' archetto GH fra le normali 
come la differenza AB de' raggi vettori alla differenza 
NC delle normali . 

Dim. La similitudine de’ triangoli ABO , AFC 
dà AB : BO : : AC : CF : : AC : FG ; e la similitu- 
dine de’ triangoli AMC , FNG dà AC : FG : : NC : 
NG: : NC : GH. Dunque AB : BO : : NC : GH , e 
alternando BO : GH : : AB : NC . Il che era ec. 

Teorema li. 

191. Il Maclaurin nel suo Tratt. delle Fluss. 
tom. II. §. 874. dice , che se in una Traiettoria de- 
scritta da un mobile in virtù di una forza centrale di. 
retta ad un punto , ossia centro dentro la Curva si 
chiama r il raggio vettore , p il perpendicolo abbassato 
dal centro della forza sulla tangente della Traiettoria 
all estremità di r , cioè al luogo del mobile ; sta la ve- 
locità del mobile per la Traiettoria • nel luogo dov egli 
si trova , alla velocità , colla quale sarebbe dal mobile 


f 
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descritto un cerchio intorni allo stesso centro della for- 
za , e alla stessa distanza r , e colla medesima forza 

centripeta in quel luogo , come sta f/i' a yt . 

Dim. 'P er dimostrare questo interessante Teore- 
ma rifletto avere io dimostrato nel Problema delle 
Forre Centrali inserito nelle Note alla Meccanica di 
Bossut tom. II. pag. 48., che nominata <p la forza 
centrale , v la velocità del mobile nel punto della 

Curva, sul quale egli si trova , si ha v 1 = ^ p<lr . 

dp 

È poi altronde notissimo , che per descrivere un 
cerchio di raggio r colla stessa forza centripeta <p 
il mobile dee rivolgersi in esso colla velocità , che 
acquisterebbe cadendo verso il centro per l’altezza 
della metà del raggio , e incalzato dalla forza <p 
costante; onde è, che detta x l’altezza indetermina- 
ta , da cui cade questo mobile , ed in fine della 
quale si trova aver acquistata la velocità c, nasce 
<pdx = ede , ed integrando atpx = c 2 senza co- 
stante , perchè si suppone , che il mobile caschi 
dalla quiete , e che però si annullino insieme x , e 
c . Perlocchè posto x = | r , sarà c z = <pr , valore 
del quadrato della velocità del mobile pel eerhio . 

<P pdr dr dp 

— : mr : : — : — , e finalmente 

dp Y r p 


Dunque v 2 : c 3 


v : c : :\J — : V— • H che era *c. 
r p 

193. Cor. I. Sono adunque le velocità del 
mobile nella Traiettoria, e nel cerchio descritto alla 
stessa distanza in virtù della stessa forza centrale iti 
ragione sudduplicata de’ differenziali logaritmici del 
raggio vettore e della normale sulla tangente della 
Curva . 

194. Cor. II. Io ho dimostrato nel Problema 
mentrovato pag 49. dell’Opera citata, che il raggio 
osculatore R di qualunque curva i sempre uguale 

x 


/ 
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al raggio vettore moltiplicato per la sua differenza , 
e diviso per la differenza della normale , cioè 

_ rdr „ , . Rdp 

R = — . Dunque essendo dr =r , sara 

dp 1 r 

v 1 : c 1 : : : : Rp : r z , cioè la velocità nella 

r* p * 

Trajettoria , e nel cerchio alla stessa distanza sono 
ia ragione sudduplicata del rettangolo del raggio 
osculatore nella normale al quadrato del raggio vet- 
tore . 


Teorema III. 

195. In ogni Trajettoria descritta m virtù d' una 
qualunque forza centrale tendente ad un punto , la ve- 
locità del mobile in qualsivoglia luogo della Trajettoria 
sta alla velocità del cotpo che intorno al centro della 
forza descrive un cerchio alla stessa distanza colla forza 
medesima , in ragione sudduplicata della velocità ango- 
lare del raggio vettore intorno al centro alla velocità 
angolare della nonnaie dal centro sulla tangente della 
curva intorno allo stesso centro. 

Dim. La velocità angolare del raggio vettore 
^ FA ( Fig. 34) intorno al centro, o fuoco F è 
l’angolo infinitesimo AFO , per cui si muove il 
raggio in un dato istante, oppure l’archetto circo- 
lare BO diviso pel raggio FO , o FA . Similmente 
Ja velocità angolare della normale FC intorno ad 
F è l’angolo CFG da essa percorsa nello stesso da- 
to istante , ovvero l’ archetto circolare GH diviso 
pel semidiametro FG , o FC. Dunque la velocità 
angolare di FA intorno ad F sta alla velocità ango- 

1 j. r-n • ir- BO OH n/T 

lare ni FC intorno ad F come — — : . Ma si 

FA FC 

è dimostrato. Teorema I., che BO : GH : : AB : 
XC. Dunque la velocità angolare di FA intorno ad 
F sta alla ; velocità angolare di FC intorno ad F : : 
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AB NC dr dp 

: — : : : — . Ja poiché per I eorema li. la 

FA tC r p 

velocità del mobile nella Trajeitoria sta alla veloci- 
tà nel cerchio alla stessa distanza : : l/± :f/ d 2 y 

quindi ne viene , che la velocità nella Trajettoria 
sta alla velocità nel cerchio in eguale distanza in 
ragione sudduplicata della velocità angolare del rag- 
gio vettore intorno al centro della forza alla velo- 
cità angolare della normale intorno allo stesso cen- 
tro . 11 che era ec. 

196. Scol. Questo Teorema si dimostra altrimenti 
e più brevemente così : ang. AFO '.ang. CFG(= CAG) 

5: Ma * triangoli simili ABO.FAC 

FA C A 

danno CA : CF : : BA : BO = — ~ ì. ^ . Dunque 


ang. AFO : ang. CFG : : 
Dunque ec. 


CA 

CF.BA CN BA CN_ 

FA.CA ~CA ~FA ' cF 


Teorema. IV. 


197. In qualunque Curva ABS (Fig. 35) preso 
dovunque un punto fisso , 0 fuoco , 0 polo F e guidato il 
r aggio vettore FB , e sulla tangente BP la normale 
FP, dico che la velocità angolare del raggio vettore 
FB intorno al fuoco F sta alla velocità angolare della 
normale FP intorno allo stesso punto F come sta la 
corda B Q , che passa per F , del cerchio osculatore 
BROQ della curva in B al doppio di BF. 

Dim. Al punto b infinitamente vicino a B si 
meni l’altra tangente bp , e ad essa la normale Fp , 
e l’altro raggio vettore Fb , e fatto centro in F 
alla distanza Fb si descriva I’ archetto circolare bm : 


FIG. 
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e la velocità angolare di FB intorno ad F sarà 
espressa dall’angolo infinitesimo BFb , ovvero da 

bm . . 1 • « _ 

— , siccome parimente la velocita angolare di FP 
r B 

intorno ad F verrà rappresentata dall’angolo PFp, 
oppure dal suo eguale BCb ( a motivo de’ raggi 
osculatori BC,bC rispettivamente perpendicolari alle 

Bb 

tangenti BP , bp ) , cioè a due da - - . Ma per li 

BC 

triangoli simili Bbm , BQO abbiamo bui: Bb:: BQ: 

bm Bb BO BO BO 

BO ; dunque : : : — — : — — : : : 2 : : 

H FB BC FB BC FB 

BQ: zFB , c conseguentemente la velocità angolare 
di FB intorno ad F sta alla velocità angolare di- 
FP intorno ad F come BQ : zFB . Il che era cc. 


Teorema V. 

/ 

198. La velocità del mobile in un dato punto B 
di qualunque Trajettoria BS descritta in virtù di' una 
forza centrale tendente ad un punto F sta alla velocità 
del mobile in un cerchio descritto alla stessa distanza 
dal centro F della forza , e colla forza medesima agen- 
te in tal distanza , sta dico nella ragione sudduplicata 
della corda BQ, del cerchio osculatore BROQ della 
Trajettoria in B, la qual corda passa pel centro della 
forza , al doppio raggio vettore FB. 

Dim t.* La velocità nella Trajettoria sta alla 
velocità nel cerchio descritto col raggio FB in ra- 
gione sudduplicata della velocità angolare del rag- 
gio vettore FB intorno ad F alla velocità angolare 
della normale FP intorno ad F , pel Teorema III. 
Ma pel Teorema precedente queste due velocità 
stanno come la corda BQ del cerchio osculatore a 
2 FB, Dunque la velocità nella Trajettoria sta alla 
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velocità nel cerchio avente per semidiametro il rag- 
gio vettore come \/ V itti- Il che era ec. 

199. Dim. 2.» Chiamata v la velocità nella 
Trajettoria in B , c la velocità nel cerchio, r il 
raggio vettore FB , R il raggio osculatore CB , C 
la corda BQ t p la normale FP sulla tangente , ab- 
biamo dimostrato nel Cor. II. del Teor. II. , che 
v z : c 1 : : Rp: r z . Ma i triangoli simili BFP , BQO 
danno BF ; FP : : BO : BQ, cioè r :p : : iR : C, e 

quindi Rp = — . Dunque v z : e* : : — : r z : : C : 

sr . Il che era ec. 


Teorema Vi. 

200. In qualunque Trajettoria descrìtta in vigore 
£ una forza qualunque centrale tendente ad un punto 
la velocità del mobile allora diventa uguale alla velocità 
pel cerchio descritto alla stessa distanza dal centro della 
forza quando r angolo fatto dal raggio vettore coda 
curva, 0 coda sua tangente diventa un minimo . 

Dim. 1.* Sia ( Fig. 36) BG tangente della Tra- 
jettoria in B , ed FG la normale dal fuoco , o cen- 
tro della forza sulla tangente,- indi prolungato l'ar- 
chetto infinitesimo Bb in g , sia bg tangente delia 
curva in b , ed F S normale ad essa . Il differenziale 
dell’angolo FBG fatto dal raggio vettore colla tan- 
gente è = Fbg — FBG = FBb -4- BFb—~ FBG = 
BFb — GBg. Dunque quando FBG sarà un minimo, 
sarà anco BFb — ■ GBg = o, oppure BFb = GBg , 

ovvero (descritto l’archetto circolare bm) = 

' FB 

-jg- = (P er g 1 * an 8 oli a S uaIi GBg, GFg ) Jjt-, 

Ora si c dimostrato Teor. I, che Bui: Gn::bm:ng .= 

Gn . bm bm , Gii . bm t-, 

conseguentemente _ = - J — /g -. Dun- 


FIG. 


1 


1 


i, 

1 

1 

A 

I 

36. 
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que 


Bm 

FB 


Gii • , dr dp dr 

— » cioè — ss — , e y — =s 

FG ’ t p r r 

V—> e quindi la velocità nell’ orbita eguale alla 

velocità nel cerchio alla stessa distanza dal centro 
della forza . Il che era ec. 

201. Djm. a. 1 Questo Teorema si può dimo- 
strare più brevemente così: La supposizione del 
minimo nell’angolo FBG dà BFbssGBg: ma i due 
angoli GBg , GFg , che hanno i lati rispettivamente 
perpendicolari gli uni agli altri, sono uguali: dun- 
que BFb = GFg , cioè la velocità angolare del rag- 
gio vettore FB intorno ad F è uguale alla velocità 
angolare della normale FG intorno ad F ; e conse- 
guentemente pel Teorema III. anche la velocità del 
mobile nella Trajettoria sarà uguale alla velocità nel 
cerchio descritto alla stessa distanza . 11 che era cc. 

202. Scolio . Perchè l’angolo BFG nel passa- 
re allo stato infinitamente prossimo diventa bFg, il 
suo differenziale è perciò bFg — BFG ss GFg — 
BFb , il quale fatto uguale a zero dà GFg ss BFb % 
vale a dire la velocità angolare del raggio vettore 
FB intorno al centro F zs alla velocità angolare 
della normale FG intorno al medesimo centro: dun- 
que pel Teor. Ili la velocità del mobile nella Tra jet* 
tori a descritta con qualunque legge di forzai centrale 
allora diventa uguale alla velocità nel cerchio descritto 
alla stessa • distanza dal centro della forza quando /’ an- 
golo compreso dal raggio vettore e dalla normale sulla 
tangente diventa massimo : dico massimo , perchè 
quest’angolo si fa nullo quando il raggio vettore 
diventa normale alla curva. 


' Teorema VII. 

37, e 203. Sia R ( Fig. 37, e 3S) il punto sublime , 
38. da cui il mobile dee cadere dalla quiete} affinchè nella 
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ditta legge di forze centrali ( centripeta nell a Fig. 37., 
centrifuga nella 38. ) colla caduta rettilinea per RA 
acquisti in A la velocità tangenziale , colla quale viene 
descritta la traiettoria ABK in virtù d’ una forza 
centrale tendente ad S : indi col centro S , e raggio 
SR si segni il cerchio RHQ,: dico che la velocità tan- 
genziale del mobile in qualsivoglia altro punto B della 
curva sarà quella che viene acquistata ctlla caduta per 
la sublimità HB , fra la periferia del cerchio , e il 
punto B . 

Dim. Col centro S , intervallo SB si delinei 
l’arco circolare BD, e per la Prop. 11.* del Lib. 
I. de’ Principi di Newton la velocità del mobile in 
B uguaglia la velocità nel punto equidistante , o 
equialto D acquistata dal corpo che cade diritta- 
mente dal punto sublime R} ed è poi manifesta- 
mente la stessa cosa, sia che il corpo caschi per 
RD , sia per l’altezza uguale HB. Dunque ec. 11 
era ec. 

204. Scol. Il cerchio RHQ, avverte oppertu* 
riamente il P. Rolli De Corporum Motu §. 178. po- 
tersi chiamare cerchio della sublimità , il quale com- 
pete a tutte le Trajettorie descritte in virtù di qual- 
che forza centrale, centripeta, o centrifuga secondo 
qualunque legge , potendo talvolta essere infinito 
ed anche più che infinito , come accade per la Pa- 
rabola conica, e per 1’ Iperbola . 

Teorema Vili. 

205. Se un mobile descrive con moto uniforme 
una linea retta , e nel piano qualunque , che passa per 
essa, si piglia dovunque un punto , dal quale si menano 
al mobile tante rette ai luoghi , dove successivamente si 
trova ; le aje , 0 gli spazi triangolari rettilinei , che 
congiunto con queste rette il mobile descrive intorno al 


FIG. 

39 - 
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detto putito , sono proporzionali ai tempi imp i e pati a 
descriverle . 

Dim. Sia BC (Fig. 39) la retta, che il mobile 
percorre uniformemente; e DP , PC due parti qua- 
lunque percorse in due diversi tempi. Dal punto A 
preso dovunque in un piano qualsivoglia, che passa 
per la retta BC , si menino al mobile le rette AD , 
AP , AC ; le aje percorre dal mobile congiunto a 
tali rette ne’ tempi indicati saranno i due triangoli 
DAP , PAC : ma questi per l’altezza loro comune 
in A stanno come le basi DP , PC, e queste basi 
pel moto equabile sono come i tempi impiegati a 
percorrerle : dunque le aje triangolari DAP , PAC 
descritte intorno al punto A sono come i tempi 
della loro descrizione. Il che era ec. 

206. Cor. Dan. Bernoulli nel Tom. 1 . degli Atti 
dell' Acc. di Berlino chiama momento del moto cir- 
colare il prodotto della massa del mobile nella sua 
velocità circolare , e nella distanza dal punto, in. 
torno a cui la retta congiungente questo punto 
col mobile si aggira circolarmente mentre il mobile 
corre con moto rettilineo uniforme . Ora questo mo 
mento del moto circolare in tutti i punti della retta 
BC percorsa uniformemente dal mobile è sempre lo 
stesso : In fatti essendo Dd , Pp due spazietti per- 
corsi dal mobile in uno stesso istante e però uguali 
pel moto uniforme,» se si conducono le rette Ad, 
Ap, e col centro in A , co’ raggi AD , AP si de- 
scrivono gli archetti circolari infinitesimi Dr , Pn : 
l'uguaglianza de’ triangoli infinitesimi DAd , PAp 
percorsi nel medesimo istante dà Ad.Dr = Ap.Pn , 
ovvero AD.Dr = AP.Pn , ed essendo gli archetti 
Dr , Pn la misura della velocità circolare concepita 
intorno al punto A , ne viene che chiamata M la 
massa . del mobile il prodotto M. AP-Pn, vale a 
dire il momento del moto circolare concepito dal 
mobile intorno ad A c dovunque il medesimo. 


? 
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Teorema IX. 

2*7. In tutte le Trajettorie descritte in virtù 
i' una forza centrale tendente ad un punto la velocità 
angolare ( Fig. 36) della tangente BG ( oppure della 3 6. 

perpendicolare F G intorno al centro F della forza ) è 
reciprocamente come il rettangolo sotto FG , e sotto il 
raggio osculatore in B . 

Dim. La velocità angolare di FG intorno ad F è 

= ^ = — : giacche i raggi osculatori infi- 

FG ragg. otcul. ’ 5 > 60 . 

nitamente prossimi essendo normali alle due tangenti 

BG,bg comprendono un angolo = GBg — GFg 

1 • m 2 triang.BFb ~ 

per la stessa ragione . Ma Bb = — . Dun- 

, j . . , . , . v 2 triangoli BFb 

uue la detta velocita angolare e = 7—— . 

E poiché Tajuola BFb in un dato istante è sempre 
la stessa nella Trajettoria descritta con una forza 
centripeta tendente ad un punto , sarà la detta ve 

locità come . Il che era ec. 

FG x ragg. oscul. 

Problema I. 

208. In una Trajettoria descritta da un mobile 
in virtù di una forza centrale tendènte ad un punto , 
supponendosi dato e costante il rapporto della velocità 
del mobile alla jorza centrale ( che è sempre un rap- 
porto infinito ) , si cena per sin punto della curva qual 
e ser debba l’ angolo formato dalle direzioni del mobile, 
e della forza centrale , affinchè la curvatura della Tra- 
jettoria in tal punto sia la massima. 

Sol. Nella Trajettoria SQAB (Fig. 40), dove 40. 
C c il centiro della forza, è data nel punto A la 
ragione di AO , ad OB * cioè dello spazio descritte 

y 
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in un istante dal mobile secondo la tangente allo 
spazio descritto per l' azione della forza centrale 
parallelamente ad AC . La curvatura in A è misu. 
rata dall’angolo OABi c però si cerca sotto qual 
condizione questo angolo sarà massimo , dico sotto 
qual condizione relativamente all’angolo AOB , ov- 
vero QAC formato dalle direzioni della forza cen- 
trale, e del mobile. Si abbassi da B sopra AO il 
perpendicolo BF , e sarà BF = BO . sen. AOB , 

ro 

FO = BO . cos. AOB , tang. QAB — — = 


BO.sc n. AOB 
AO—OF 


BO. sen. AOB 


AO — BO. cos.AOB 


= o , ovvero 


AF 

sen. AOB 

' AO , ' 

— — cos.AOB 

AO 

Perciò fatto AOB = <p , e il rapporto = 7 , 

sarà tang. OAB — ; e quindi dovendo es- 

sere un massimo l’angolo OAB , e conseguentemen. 
te anche la sua tangente, avremo 
Idq> cos.ep — dcp cosa p 2 — d<psen.<p l 

(7 — cos. <p) 2 
I cos.q> = I , ed in fine cos. <p = -L = o . Dun- 
que <p = AOB = 90? , cioè r angolo fatto dalla 
direzione del mobile, e d,alla direzione della forza 
centripeta è retto nel punto dove la Trajettoria ha 
la massima curvatura . Il che era ec. 

209. Scol. Per distinguere , se è massimo o 
minimo il valore della curvatura , prendo il secon. 
do differenziale della tang. OAB , cioè il primo di 
Idcp cos.q> — Jq> 

( 1 — cos.<p) z 1 
— ld<p ì stn.<f(I—cos.<p) 2 ’-- 2d<p z scn.<p(I— cos.tp) [Icos . 9 — 1) 
( 7 — «w.<p/ 


che 
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— l dq> 2 sen.<p(I cos.qt) — - ìJ(p 2 stn.<f>( Icos.e p — i) 

{I — cosa pi 3 

2dq> 2 se n.<p — l 2 d(p t sen.<p — ]d<p 2 sen.<pcos.q> 

(I r— COS.q) ) 2 * 

quantità visibilmente negativa , la quale in conse. 
guenza indica, che la curvatura cercata non è un 
minimo, ma un massimo. 


/ 

\ 


i 


Teorema X. 

ai©. Supposta la legge della forza quella del qua • 
drato inverso delle distanze, la velocità del mobile in 
qualunque punto della Traiettoria ( che in tal ipotesi è 
una Curva Conica ) sta alla velocità nel cerchio descrit- 
to alla stessa distanza , e colla forza competente a quel 
luogo , in ragione suddvplicata del rettangolo fatto dal 
raggio vettore nel semiparametro \ L dell' asse prènci „ 
pale al quadrato della normale abbassata dal fuoco o 
centro della forza sulla tangente. 

Dim. Per la Prop. 16. del Lib. I. de’ Princ. 
di Newton le velocità del mobile in due diverse 
Trajettorie sono in ragione composta della inversa 
delle normali dal fuoco, e della diretta suddupli* 
cata de’ parametri degli assi principali . Dunque 
sta la velocità nella Curva alla velocità nel cerchio 

descritto alla stessa distanza come ìLh- : 2 /. 2r .. 

P r 

giacche nel cerchio il parametro e uguale al dia- 
metro 2 r . Dunque la velocità nella Curva sta alla 

velocità nel cerchio come V kCr i \Jp 2 . Il che 
èra ec. 

HI. Cor. Si è dimostrato nel Cor. II. del 
Teor. II. , che in tutte le Trajettorie descritte con 
qualunque legge di forze sta v 2 '.c 2 ::Rp:r 2 . Ma 
nelle Trajettorie Coniche v 2 1 c 2 : : \Lr ■. p 1 . Dun- 
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que Rf:r*::\Lr:p z i e però R =z iL — , cioè 

nelle sezioni coniche il raggio osculatore è quarto prò . 
porzionale al cubo della normale dal fuoco sulla tan- 
gente , al cubo del raggio vettore , ed al seiniparametro 
principale . Questa proprietà delle sezioni Coniche 
per rapporto ai raggio osculatore si deduce ancora 
dall’ Altra proprietà , che in queste Curve il raggio 
osculatore è uguale al cubo della perpendicolare n 
alla Curva prodotta sino all’ asse principale diviso 

pel quadrato del semiparametro, cioè R = : 

imperciocché guidando dal concorso di questa per- 
pendicolare coll’ asse principale una normale al rag. 
gio vettore il segmento di questo verso la Curva 
per le Dottrine Coniche è sempre uguale al semi- 
parametro , e per li due triangoli rettangoli simili » 
che ne risultano , si ha la proporzione r : p : : n : 
L*r 3 ' 

JL, e quindi n 3 ssz « — — , ed in fine R = 
a * P 

\L. r - 
P 

2ii. Scolio. Questo Teorema si può dimo- 
strare anche senza far uso della Prop- citata di 
Newton , come segue : Abbiamo fatto vedere , 
Teor. II. Cor. II. , che v 1 i c l :: Rpt r 1 ; ma nelle 
Curve Coniche (come mostriamo nel Cor. di que- 

j.a 

sto stesso Teorema) si ha R = \ L — j . Dunque 

• • - • ' r a ^ 

v z :c 2 : : i L — : | Lr : i> 2 . II che era ec. 

‘ ‘ - P 


Teorema XI. 

2 1 2. Nelle Curve Coniche descritte in virtù £ una 
forza centrale tendente al fuoco sta la velocità in qua . 
lunqtie punto della curva alla velocità nel cerchio de. 


Diqi 


3<*le 


scritto aliti stessa distanza dal centro della forza e colla 
forza centrale competente a quel punto della curva in 
ragione sudduplicata del raggio vettore, condotto dal 
detto punto all' altro fuoco , che non è la sede, della , 
forza , al semiasse trasverso. 


Dim. Si è già dimostrato , che i; 2 : c 5 : : - Lr :p z . 

2 

Ora si chiami a il semiasse trasverso , b il semiasse 
conjugato, r il raggio vettore condotto dall’altro 
fuoco; p la normale da questo fuoco sulla tangente. 

1 

Abbiamo - L = — ; r±r’=zia (il segno superiore 

2 d 

per l’ellisse, l’inferiore per l’iperbola), r = za 
, yz # 

zp r' ; — Lr = — ( la p r'). Inoltre si sa dalle 
2 a 

Coniche, che pp *z=zb z ; p =: ; ed i triangoli si- 

, P # / 

mili danno p:n:p:r'; p' = ^ = -^Lrp' Oun- 

b z b^lia^ì*) , b x , 

quc p — y=: ',p 2 = — (aa -+- r ), 

Dunque v 2 :c 2 :: — : —i :: r':a. 11 che era ec. 


Problema II. 

1 1 4. 'Rivolgendosi un mobile per un Ellisse in virtù 
/ una forza centripeta tendente al fuo co , determinar « 
per qualunque punto deir Ellisse, la sublimità , dai 
P altezza sopra il luogo del mobile nell Ellisse in dire _ 
zione del raggio ve tiare prolungato , dalla quale, cascane 
do il mobile dalla quiete verso il centro della jopza 
acquista la velocità del moto ellittico in quel punto . 

Sol. Essendo r il raggio vettore , o la distan- 
za del mobile dal centro della forza , / la forza 
centripeta in tale distanza, chiamo y nel mobile, 
•he cade dalla richiesta sublimità , la distanza dal 


1 


e 



con 
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centro , alla quale arriva dopo un certo tempo 

» /V 2 

una velocità v , e sarà — ; la forza attraente in que. 

y H . 

sta distanza per la legge del quadrato inverso delle 
distanze richiesta dal moto ellittico colla forza resi- 
dente nel fuoco. Avremo dunque — 

y* 

fr % 

vdv , ed integrando = \v z Cosi. , e poiché 

y s 

suanisce -v, quando y è uguale al raggio vettore 
congiunto colla linea S di sublimità , sarà perciò 
a 2/V 2 l/i 2 

v — r-t-S’ 6 ^°* ta > — r Sl avrà P er 

la velocità acquietata cadendo da S 1 ’ espressione 
' z r 2 f yl 2 f rS 

v = *f r — quesu vc,oci * 

tà dee per l’ ipotesi uguagliare quella del moto ellit- 
tico corrispondente all ' escre mo di r e questa secon- 
da sta alla velocità V 2.f.±r nel cerchio alla stessa 

distanza come \J \Lr \ y/p J , e però è il 


* 

quadrato della velocità ellittica ; dunque sarà ^ rS 


iLfr 2 


ò’ 


S = 


Lr z 


cioè 4 p r S = lr z ■+. LrS , e quindi 
4 P*r 


4 p 2 — Lr 4P 2 — Lr ' ° ra ‘° ho dia '° m 
strato nel Probi, delle Forze Centr. aggiunto alla 
Mecc. di Bossuttom. 2? pag . St , che posto a il 
primo asse dell’ Ellisse , b il secondo è 4 p z = 


b 2 : 


ronde risulta £ = 

! — r 


b z r z :(g — y) 


b z r ; («— r )— !»• 


4 


Die 


agle 



b*r x 




b*r 


>r 5 


b x — La -+- Lr 
— r =s al raggio 
fuoco . Dunque nel 


a 


b x r — Lra -+- Lr 3, 
b x r _ b x 

Lr L 

vettore tirato dall’ altro ruoco . .Dunque nel mo- 
to ellittico prodotto da una forza residente nel fuoco la 
linea di sublimità per qualunque punto delt Elesse è il 
raggio vettore , che parte dal? altro fuoco . 11 che 
era ec. 

Quindi nasce il seguente elegantissimo . 


Teorema XII. 

215. Se un corpo si aggh-a per un'Ellisse in virtù 
d ' una forza centripeta tendente ad uno de' fuochi v e 
se da questo fuoco come centro coll" intervallo eguale alt 
asse primario si descrive un cerchio ; un mobile, che 
casca dalla circonferenza di questo cerchio verso il cen- 
tro della forza , da cui è attratto , giunto al perimetro 
dell' Ellisse acquista quivi la velocità del moto ellittico , 
che compete a quel punto . 
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ARTICOLO XVI. 


Sopra il moto rettilineo de’ corpi attratti ad un centro , 
ed in un mezzo resistente. 

« 

Problema I. 


*i 6. e terminar e il moto di un corpo , ossia punto, 

che si accosta , o si scosta da un punto dato , in virtù 
di una jorza centrale tendente al detto punto , attra- 
verso un mezzo comunque eterogeneo , e resistente in 
raggiane duplicata dille velocità del mobile. 

Sol. Suppongo il mobile giunto alla distanza 
x dal centro della forza, ed aver quivi una veloci- 
tà dovuta all’ altezza v , ed esser ivi sollecitato da 
una forza centrale p. Pongo = i la forza della 
gravità terrestre , e chiamo q l’ esponente della resi . 
stenza , del mezzo , cioè a dire l’altezza dovuta a 
quella velocità , colla quale movendosi il corpo sen- 
te una resistenza uguale alla gravità, ossia = i. 
Le specie p , q sono funzioni della x. Dalla legge 
supposta della resistenza del mezzo, cioè dall’ esser 
questa proporzionale al quadrato della velocità del 
mobile si ricava , che alla distanza x la resistenza 

da esso incontrata è = Ora se si suppone, 

q 

che il corpo discenda verso il centro , e che la for- 
za centrale p sia centripeta, verrà egli sollecitato 

alla discesa dalla forza = p — — i e però molti- 

.7 ‘re- 

plicando questa forza sollecitatrice per l’ elemento 

— dx dello spazio percorso risulterà il prodotto 
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— pdx z=z dv . Per giugnere all’ integrazione di 

quest’equazione , la moltiplico per il fattore idoneo 

.Q., ed ho Qdv — ^ = — Qpdx , essendo Q 

una funzione di x. Assunto Qv per l’integrale del 
primo membro di quest’ equazione , dovrà essere 

Qdv — QyJ* =r d. Qv = Qdv -+- vdQ , e quindi 

^5: rrr — , cioè integrando lo e. Q = — / j ~ . 

7 ... v 7 

e preso e per la base de’ logaritmi iperbolici, e fat- 
to passaggio da’ logaritmi a’ numeri sarà Q 
j. dx 

e V . Avremo dunque Q v = — J^pdx , 

z- /• dx 


vale 


dire v = 


/ 


— e 


fi 




pdx. 


Suppongo , che alla distanza a dal centro della for. 
za il mobile non abbia alcuna velocità , ed inco- 
minci a muoversi da tal distanza, e prendo X per 

J y dx 

1’ integrale Jt 1 pdx determinato in maniera, 

che esso svanisca quando %r=o: indi supposto, 
che X diventi A quando x = a , risulta . . . 
y dx 


v = e V (A _ x) (*) . 


( * ) Se supponghiamo , che l’ integrale indefinito 
- 

t ® pdx sia X ‘ , e che questo diventi B quando 

^ . I 

* ss o } avremo X *= X — B . Suppongo ora , che X si 


fi 


17 8 

Inoltre chiamando t il tempo della discesa pee 
la distanza *, sarà — dt = — __(^), ovvero dtz= 

- , e sostituito il valore di V v » nasce de =3 
K v ’ 

dx ■ . r dx 

, e / 


dx 


=/t 


dx 


W~X) 


x r *** * /- 

e 2 ? VU — X) e q 

Il che era ec. 

217. Cor. I. La velocità del mobile giunto al 
centro della forza si ritrova con fare x = o nell’ 

espressione di v, e con pigliare l’integrale Fr 

in modo , che svanisca insieme colla x (***) , come 


cangi in C quando .v >*= a , ed X =; A , ed ho A = C-— 
Sostituisco questi valori di -X , e di A nell’ equazione 
j. dx j- dx 

v — c q (A — X), e trovo v = e q (C— X* ) . 

Questa stessa equazione appunto si ritrova mediante la 
determinazione della costante per compire l’ integralle 
j. dx 

fi q pdx = X' + Cosi. ; avvegnaché abbiamo 


/ 


dx 


v=. — e q ( X'-{- Cost. ) , e per ipotesi •»«=•, quan- 

do x = a , e X — C ; end’ è Cost. =r — C ; e quindi 

/ 

v=ze q (C-X'). 

(•*) Si tralascia qui , e in appresso , per semplificare il 
calcolo , di prefiggere a v il coefficiente costante , che per 
le leggi della gravità terrestre viene determinato . 

j. dx 

(•**) Nell’ integrazione della fbrmola f 9 pdx 

si aggiugne una jsola costante arbitraria sen2a aggiugnere 
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svanisce pel supposto anche X. Per conseguenza 
tale velocità sarà dovuta ad A . 

218. Cor. 11 . Il mobile acquista la massima ve- 
locità, allorché diventa v e= pq , perchè allora so- 
stituito questo valore di v nell’ equazione differen- 
ziale dv = — pdx -+- risulta dv ss o. Conse- 

<1 

guentemente il luogo , dove il mobile trovasi avere 
la massima velocità, viene determinato dalla risolu- 

y dx 

21'one dell’equazione pqsse % ( A — X). 


{'dx 

altra costante all’ integrale / dell’esponente di e, per- 

chè qualunque sia questa seconda costante , che voglia 
aggiugnersi , ella esce dal calcolo per la ragione, che chia- 

. - dx f dx 

J ~~ r J „ 


mata essa <p abbiamo v=z — e 


— e 


'f 


_,»-r , 


. dx 

■ 9 ~ — / 

fi “ 

r — 

J ~~~ J “ 

“fi q 


' fi : 


pdx ss 


9 


pdx ss 


pdx ss 


— e 


r dx r dx 

J _ / 

** /e ^ , dove <p è sparita . Dunque 

/Vv 

sarà lecito prendere per / un integrale particolare 

dando alla costante aggiuntavi il valore opportuno per con* 
ciliare al detto integrale la forma più comoda e semplice . 
Ved. Bui. Cale. Int. tom. I. §. 42». 422* 


Problema II. 


2 1 9. Data la legge della forza centripeta , e sup 
posta la resistenza del mezzo in ragione de' quadrati 
delle velocità del mobile , e date inoltre le velocità , che 
il mobile acquista nel cadere da quali altezze si voglia • 
'no nel centro della forza , si cerca la densità del mez- 
zo in qualunque luogo particolare . 

Sol. Chiamisi x qualunque distanza del mobi 
le dal centro della forza, p la forza stessa in quella 
distanza; e poiché sono date le velocità, che acqui- 
sta il mobile nel cadere da qualsivoglia distanza 
nel centro , dicasi II l’ altezza dovuta alla velocità 
acquistata dal mobile cadendo nel centro dalla di- 
stanza a , così che H sia una funzione nota di a . . 
Parimente nominando R l’altezza dovuta alla veloci- 
tà , con cui il mobile giugne al centro venendo 
dalla distanza x, sarà R una tal funzione di x , 
quale per l’appunto è H di a. Ma pel Cor. I. del 
Probi, prec. Hz=zA\ dunque qual funzione di a è 
la quantità A, tal funzione di x è la R . Ma per 
la soluz. del Probi, cit. anche la X è cgual funzio- 
ne di x, come la A di a ; dunque R = X = 

_ r dx " \ 

Jl ’l pdx , e differenziando, dR — . . . . 

J- dx . - - J. dx 

— e ‘l pdx, ovvero e , e 


pdx 
dR 


facendo passaggio ai logaritmi = (og. > 

e differenziando di nuovo supposta costante la dx 
^ dx dpdx ddR dpdR — pddR 

~TT ~ ti/4 v* ~ììk ,7> r? ’ 


sara 

q pdx 

pdxdR 

nasce q = - r 


dpdR — pdJR 


dR pdR 

. Sarà dunque noto fesponen- 
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te q della resistenza per qualunque luogo, ossia per 
ogni distanza x dal centro della forza . Ora siccome 
la densità del mezzo si misura della resistenza, che 
incontra il corpo, il qual si muove con una velocità 
conosciuta generata dall’altezza c, ed è generalmente 

la resistenza =3 — , sarà perciò per qualunque di- 


stanza x la densità del mezzo 


A = = 


Xc( dpdR — pddR ) , , a- . 

— r t , essendo A un coerncicnte co- 

pdxdR 

stante. Il che era ec. i 

220. Cor. I. Supposto R = [IX, e però ddR 

= o , si ha A = Xcdp e se Qra s j assume | a f or . 

ptlX' ! 

za centripeta p = Sx l , e quindi dp =2 nSx 11 ’~ l ix 
trovasi A — , vale a dire la densità del mezzo 

-V 

risulta inversamente proporzionale alle distanze dal 
centro della forza. 

an. Cor. IL Se si assume costante la forza 
centripeta, cioè n — o, ritenuto R — px , appari- 
sce A =0, cioè nulla la densità del mezzo, e la 
sua resistenza; il che costituisce il caso del mobile, 
che discende nel vuoto in virtù d 1 una forza solle, 
citatrice uniforme. 

222. Cor ILI. Qualora la forza centripeta sia 
in qualche ragione invèrsa delle distanze., allora es- 
sendo « negativo trovasi la densità A negativa *, .il 
che indica , doversi la resistenza tra-formarg in una 
forza impellente il mobile verso il centro . ' . 


Problema III. 

-, 

2Ì3. Supponendo note le velocità acquistate dal 
mobile nel cadere da qualunque olezza sino al antro 
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della forza , e data la densità del mezzo in qualsivoglia 
luogo , determinare la forza centripeta del mobile . 

Sol. Essendo la densità del mezzo A = , 

7 


e supponendosi nota A per qualunque luogo , dove 
il mobile si trova successivamente nel suo cammi> 
sarà perciò noto anche 1’ esponente q delta re- 


no 


sistenza 


prec 

dR 


è tro- 


Ora nella soluz. del Probi. 
r 

fd* J a 

vaio i— = e 1 , ovvero p = 

dR 

che è un valore determinato per 

(Probi. I. Cor. I.) l’integrale J”—- 

che svanisca quando x =o. E' dundue data la 
forza p . 11 che era ec. 


si 

* dx 

Tu" q ’ 

essersi 


preso 
in maniera , 


Problema IV. 


214. Data la densità del mezzo a qualunque di- 
stanza dal centro della forza , e supposta la sua resi- 
stenza proporzionale al quadrato della velocità del mo- 
bile , determinare qual sarà quella forza centripeta , in 
virtù della quale cadendo il mobile nel centro metterà 
sempre lo stesso tempo a giugr.ervi qualunque sia la 
distanza , da cui parte . 

Sol. Il tempo della discesa del mobile per 
T altezza * si è trovato ( Probi. I. ) = . . . 

j 2 * — * » dove X esprime il valore 


if 


dell’ inte 


-/ 


dx 


graie ^ pdx preso in modo, che 


svanisca ponendo x = o , ed A è il valore , in 
cui si trasforma X quando si fa x = <1 . Da ciò si 
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fa manifesto , che per avere il tempo della discesa 
per tutta l’altezza a sino al centro, si dee nell’in- 
tegrale ^ — — sostituire a in luo- 

go di x . E siccome per i potesi f espressione d’ un 
tal tempo dee rappresenta re lo stesso valore per 
tutte le distanze a comunque varie all’infinito, 
quindi è, ch’ella esser dovrà affatto indipendente 
da a, cioè non contener punto la specie a: il che 
accaderà ogni qual volta 1’ integrale 

sarà una funzione di a , ed 

f dx 

e 2< 1 y/(A — X) 

jc, ovvero di A, ed X di dimensione nulla; onde 
tale pur anco sarà il differenziale 
dx r. . . , dx 

~y~^r • Facc,asi dun( i ue " tst = 

e , *1 V ( A — X ) e 2C 1 

dX 

, e il differenziale del tempo proposto sarà 


dx 


dX 


dx 


p\s ( a — xy 


dove A , 


V04-*) 


ed X hanno per dimensione — ; e conseguente- 
mente anche P dovrà avere -i- di dimensione, af- 

2 

dX 

finché risulti in = — ; una dimensione nulla . 

Pls(A-X) 

Da ciò si raccoglie, che la forma di P dovrà es- 
^ x — ; cen che si ha l’ elemento del 


sere P = 
tempo = 


bdX 


1/{AX—XX) 


, il quale ha per l’ appun- 
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avremo 
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to il detto requisito . Laonde 
dX bdX 


dx 


~ dx 

e J ~*9 


\SX 


, ed integrando ib V X = 


dx « H qual integrale ha da prendersi tale. 


»? 


che si annulli allorché x r~r~ 0 , e quadrando quest’ 
equazione , sarà X = = 


27 


/' 


-/ 




ottiene 


q /><&, di cui preso il differenziale, si 

, dx 

dx r dx ~~'~7T , 

— TJLJ-7IL ~ ‘ fdx ’ 

ab 2 e 2 1 




f Jx_ 


e finalmente 


e 2q rdx Tt , 

e e = -jp — J—sr • 11 '■>» " a 


ec. 


225. Cor. I. Poiché 
ab \AdX 


/'■** 

MX 


ve AX—XX) — 
, sarà perciò il tempo della 
bdX 


a' \f{AX — XX) 

discesa per l’altezza se, cioè — rrr — = 

./ \ (AX — Azi ) 

ib 

— moltiplicato per l’ arco di cerchio avente per 
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seno verso X , e per diametro A • e conseguente, 
mente il tempo di tutta la discesa per l’altezza a 

è uguale a — moltiplicato per 1 ’ arco circolare , 

che ha per seno verso il »uq diametro A , cioè 
moltiplicato per la semicirconferenza . Ma prenden- 
do * : t pel rapporto della circonferenza al diame- 

tro, risulta la predetta semicirconferenza := ~ XJ * : 

sarà dunque il tempo della caduta per l’ altezza a 

espresso da X —ttA = bre , che è una quantità 
A 2 < 

costante , e affatto indipendente dall’ alltezza a , sic 
come esser dee . 

— 1 — j — s=z2b^X, e 
f _dx_ 


dx 


__ hdX 
dx 


sarà 




2 <i r ‘ T - ■ 

Laonde avremo il valore 
r dx 

r,: 2q 

^ a ò 2 


' dxisx 

. bdX 


della forza centripeta 


l V- 


/ dx ,, Xdx 
~b*dX~ 


' OSSSV1 !:•!; rf ,.,. a ? 

lìT'.' Cok. III. Se il mezzo resistente è unifor- 
me, c petò q uguale ad una costante k, allora 

- x — 


avremo e 

:v.v. m li 


*1 = c >* , «f inoltre 

*. * * •* • . » 

*■ ’ > • ' *-il ? » . /I • 

- ^ m ? J-r . ■ > i u-;o > 


p-dx 

J f*L 

... « n 


.! e -.1 


aa 
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= tk (— “) , prendendo quest’ integrale 

in modo , che svaniscano insieme colla x. Sarà 
dunque v in quest’ ipotesi la forza centripeta p ss 

x ' • • ■ 

— i^, la quale nel centro, dove x ss o , 
diventa nulla . 

218. Cor. IV. Inerendo al supposto del mezzo 
uniforme , cioè di ; = abbiamo ib ^ X ss 

a: 

3^1 — e 7 * ^ , e quadrando X ss . . . 

x 

— e ** ^ . E siccome X si trasforma in 

a 

' d 1 / "—TI \* 

A allorché jf ss n; sarà A ss - f 1 — .e \ . 

Dunque l’ altezza dovuta alla velocità del mobile 
giunto alla distanza x dal centro sarà v ss 

• - • •> t . • 

« 1 (A- X) = 

£•%— " = )*-<'- '“%]•. 

229. Cor. V. In questa ipotesi del mezzo uni- 
forme l’altezza dovuta alla, velocità dal > mobile ac- 
quistata nel giugnere al centro della forza trovasi 

230. 'Cor. VI. Nella stessa ipotesi , il mobile 
acquista la massima velocità allorché v ss pk , cioè 


p u 
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X 

T 


1S7 


6 * 


y a 

2^ \ / 2^ \ 2 

Àa(' — 1), ovvero (1 — « ) — 


1 < 
« 



x x 

k (,‘ k - 

1 j = . . . 

X 


a 

2k dal che 

si ricava ^ 

I 

X 

X 

a 

2 * , e quindi 

t ìk = 2* 2k - 

a a 

•. « 


^(zt Vk _ 

; donde 

si ricava , fa- 


cendo passagio da’ numeri a’ logaritmi, il luogo del- 

a 

la massima velocità jc= 2« — iklog.(ie 2k — . 

231. Scolio. Se si prende l’esponente della 
resistenza q negativo , si trasforma la discesa del 
corpo in salita, ed il Problema delle discese equi- 
temporanee si cangia in quello delle ascensioni iso- 
crone dal centro ad ogni altezza qualunque , dove 
il valor cercato della forza centripeta;/» si ha~<lalle 
forinole ritrovate cangiando in esse la specie q in 
■ — q. Così per le salite . isocrone del mobile sarà 
• rÉdL : f dx' | 

J 2q r J 2 q 

4 J‘ 


dx , « nel caso del mézzo 


Uniforme p — p. ( 1 — e * ‘ j . , 


1 , 
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2$*. Cor. VII. Se il corpo discende nel vuoto» 
così che sia la densità del mezzo A = o , ovvero 
g = £ = oo, allora la forza centripeta (Cor. III. ) 
x 

trovali p = — i) = T*('+ 7 k “ ') — 

, vale a dire in ragione semplice diretta delle 

distanze dal centro , che è un Teorema notissimo 
della dottrina delle forze centrali ne’ mezzi non re* 
sistcnti . L’ altezza poi dovuta alla velocità del mo- 
bile nella distanza x del centro della forza essendo 
(Cor. IV.) 

ed ( l e 2 * ) = ^ ; ( i — e 2 * ) = 

— rr , avrà per valore v = a - ~~ s — , che nel centro 
4 * 4b a 

della forza diventa v = ~^p , e quivi essa è massi- 
ma : il che si deduce anche dal Cor. VI. , dove ab- 
biamo trovato il luogo della velocità massima x = 
a 

la — 2 klog ( 2 f 2 * - il qual valore nell’ipo- 
tesi presente di k = oo diventa 
la — zk log. £2^1-+-^-^ — = .... 

ih log. ^ 1 -f- =2 a — 2 k X U - hp • . 
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ARTICOLO XVII. 


Sopra alcune Forinole relative alle dimensioni della Ter- 
ra , proposte da Maupertuis senza, dimostrazione nel 
sito Trattato sulla Parallasse della Luna . 

T ’ „ , 

M-J operetta di Maupertuis sulla Parallasse della Luna 
è un modello di precisione e di eleganza geometri- 
ca , ma lascia nell’ animo del Lettore il rincrescimen- 
to di non incontrarvi le dimostrazioni di quelle for- 
inole elegantissime, che l’Autore propone, e che 
formano tutta l’ orditura di quello squisito lavoro . 
Essendo tali formole di gran conseguenza ed im 
portanza ne’ Trattati solenni di Fisica, che concer- 
nono la Gravità, e la Figura della Terra, ho cre- 
duto non inutile a’ Giovani studiosi, per loro facili, 
tarne 1* inteligenza , di recar qui le seguenti dimo- 
strazioni . 

13}. Sia la Terra una sferoide compressa, for- 
mata dalla rivoluzione d’ un’ Ellisse , di cui EDP 
( Fig. 41 ) è il quarto, attorno il suo asse minore 41. 
CP , che differisce molto poco dall’ asse maggiore 
CE , che è il semidiametro dell’equatore. Si descri. 
va intorno a quest’ Ellissoide il globo £AII, il quaJ 
le abbia lo stesso equatore: Si sa che se da un 
punto D dell’ Ellissoide si tira una linea DG per- 
pendicolare all’arco del meridiano in D, il raggio 
del globo tirato dal centro C parallelamente alla li- 
nea DG determinerà sul globo il punto A che ha 
la medesima latitudine che il punto D sull’ Ellis- 
soide . 
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Si guidino dal punto A la retta A Q parallela 
all’ asse tC, dal punto D la retta DS perpendico- 
lare all’asse, dal punto C pel punto M, dove l’or- 
dinata del cerchio incontra 1’ Ellisse , la retta CN , 
o si prolunghi la perpendicolare DG all’ Ellisse si- 
no al suo incontro coll’ asse in H. 

234. Facciasi il semidiametro CE dell’equatore 
= r i la così detta ellitticità .PII = 8 j <QA = t, 
seno di latitudine; CQ —c, coseno di latitudine. 

Si avrà 




a 


o 


3? 

4 ? 

5.° 


MA 

MN 

DO 

MO 


st 

r 

il 

rr 

~r* 

ccs$ 

~ 7 > 




MB 


cfsS •+• i 3 i 
\ r* 



MA 


j? NA — MD = 


ai 


. c 


rr 

8 ? MN = BD = ~ 

■ ■. ■■ r,~ rr . 

9? CG = 24 


2 rS 


' ; •«, io? CH 

td.-i * . •> t r 

1 1 ? GH = 2 » . 
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Per la proprietà dell’ Ellisse , e del cerchio cir- 
coscritto sta CTI : QA : : CA : j^A : : r : s : : PII : 

MA : : $ : MA = — . Il che era ec. 

Dim. i? MN = — . 

• > rr 

Avuto riguardo alla piccolezza dell’ arco NA a 

motivo della poca differenza dell’ Ellissoide dalla 

sfera si può considerare come rettilineo il triangolo 


MAN > e però abbiamo r : s : : MA : MN : 
MN = E che era ec. 


si 


rr 


Dim. 3? DO = 


essi 

r* 


Posta DT = y , CT = x , CP = a , l’ equa* 

. n 2 

zione all’Ellisse dà y x = — ^(r 2 — * 2 ),- e però la 

A , ^ 

ù ydy a 2 x ' . •. , 

sottonormale GT = — — = — =- . I triangoli si- 

dx r 

mili AC il, DGT danno 1’ analogia CQ : QA : : c : 

X i 

z ss DT = y . Dunque quadrando 


s : : 


tr 


-Xr' -* 1 ) = 


fl 4 i 2 X 2 


, ovvero r 2 — a: 2 = 


a z s z x 2 -i, 


— — 5 — ; e quindi Jf = -t-t 
c z r 2 ? a 2 * 2 


c 


r 2 c 2 




— - — = . Ora essendo r n = 8 » ed 

; > : » • u 1 

« -f- $ » ** = fl 2 -H ani , trascurando per la loro 
picciolezza le potenze di $, sarà r 2 — -« 2 =a«^s 
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-r '=~ <• -f- 


2 C 1 S Ì ^ 


ce quadrata , sarà * = c -+- ^5 ; onde per ulti- 


. Estratta la radi-. 


rao CT 
era ec. 


££= DO = x-c=~ 


11 che 


Dim. 4? MO zìz 


CCS 


$ 


Per la piccolezza dell* arco MD , si riguarda 
esso come una linea retta, eia similitudine de’ trian- 
goli MOD ,AC(? ci offre l’.analogia QC~: : s : ’c 

: \ DO : MO:: r , : —p = MO. Il che era cc. 


Dim. OB = 




j Per li triangoli simili BOD,ACQ abbiamo CO- 

Cs ^ ts 

QA i : c : s : : DO : OB ; : : — = OB. Il che 

r. r . 


era ec. 


£Y 


9 


Dim. 6.° MB — ecst+t^S _ = 

• ' ! ; --T T ' V 


Questo è di per se evidente . 


crS — 


Dim> 7? NA = MD = — . 


rr 


Per li triangoli simil CA£, MAN , MBD ab, 

biamo CA : CQ : : r : c : : MA : A N : : — : 

1 r r 

■ ' -S=: » - • r" - . .. «S r ,$ 

— NA -, e parimente r : c : : MB '^ MD i : A- : - 4 

d— - MD P4I che era ec. v ^-t , i 

,-ó. r *««— *•« . * !►> 3St-_ .t r al PSV'i,>tv;- : . , 
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I triangoli simili ACQ , MBD danno CA : jQA 
: ; r • s : : BM : BD : : - : — = BD = MN 

Y rr 

per la stessa ragione. Il che era ec. 

Dim. 9? CG = — 


Abbiamo CG = CT — TG — x — a * = 

r * 

(r* — a z }x ia*x . 0 n . ... 

: ~^g T = — — ( n . 3.). Ma abbiamo pur 

... . essi „ 

trovato * = c 4- . Dunque, trascurate sempre 

1 * , tizcS 

ie potenze di a, sara GC = -jj ; e per essere 
a =3. r — $ , ne verrà GC = — . Il che era ec. 

Dim. io? CH = — . 

r 

Dalla similitudine de’ triangoli ACQ , CHG na> 

ree l’ analogia CQ : QA : : c, : s : : CG : CH : : " : 

= C#. Il che era ec. 

Dim. 11? GH =3 2$ 

Per 1 ’ angolo retto GCH abbiamo GH = 

VC ce l +c^)= 

Il che era ét' 

235. Due altre linee esprime nel citato Libro 
in valori analitici il Manpertuis , cioè la normale 
DG al punto JD dell’Ellisse, ed il raggio osculatore 
allo stesso punto D ; e ritrova 


r 

; 


v 


194 

I? DG = r — ir + - 

rr 

II? Ragg. Ose. = r — zi -+. . 

Ecco pertanto la dimostrazione anche di questi 
valori 


Dim. I. 


S * . »i«t a x . • ì . u ^ 

1 e trovato G2 =r — - , e GT sfc — - 
r a r* 


a X * , DI’ 1 


= « 2 — — • Dunque = + 

r* n r* r- 

r 4 fl 2 — (r 2 — (i 2 )« 2 x 2 a*fr 4 — (r 2 — a*)» 2- ! 

— r*L fi ~ J 


a x ■ 


a 1 /}-* — 2 n$x' 1 '\ 1 % 2. 2 

= ~ ( -a p e P erchc c 


2CClsS 


r3 » 


sarà quindi UG^~ p.^r a — - -^rj. Laonde estraen- 

la radice avremo DG = -j^r — * = <* —■ 

a 2 c 2 $ 


2flCcS\ 


do 
«VS 




r= r — 8 — . . . . 


(r 2 — 2<iS V 2 ^ s e 2 S t srS 

= r — S — _ - = r — 2 S H 

r* r * r* 


Il che era cc. 


Dim. II. 


Si sa dalle sezioni coniche , che in tutte queste 
curve il raggio osculatore è uguale al cubo della 
normale diviso pel quadrato del semiparametro dell’ 
asse, a cui termina la normale j e però essendo la 

ss$ 

normale DG =: r — 2 $ H — — , ed il seroiparame» 
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ai, sarà il Ragg. 


_ (’■ - + 7^)' _ 


Ose. = 


= r — 25 -+- 




r*- 4rX 

, Il che era ec. 

rr 


r 3 — 4 zìT 


236. I calcoli precedenti avendo somministrato 
a'Maupertuis tutte le dimensioni della Terra, egli 
se ne vale per determinare i punti , verso i quali 
tende la gravità attuale nè diversi luoghi della Ter- 
ra, ovvero per ritrovare le linee CG , ossia le di- 
stanze del centro terrestre dai punti di concorso 
delle perpendicolari DG col diametro dell’equatore. 
Gon ciò è anche facile determinare i punti F, ai 
quali tende la gravità primitiva , cioè la gravità non 
alcerata dalla forza centrifuga , e così ritrovare le 
linee CF , e i piccioli angoli FDG formati dalle di- 
rezioni della gravità primitiva con quelle della gra. 
vita attuale . 

237. Posta la gravità attuale in DzczP , la for- 
za centrifuga all’equatore, della quale si conosce il 
rapporto alla gravità, = F ; si hanno i valori se- 
guenti : 

1? Forza Centrifuga in D = — F. 


GF = 

CF — — ? — c. ^ 
r P 

cs ~ 


4? Angolo GDF = . 

Q 

Dim. i. 4 Forza Centrifuga in D = — . F . 

Essendo le forze centrifughe èome i raggi de’ 
cerchj descritti nel medesimo tempo , sarà perciò 
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SD 


CE: SD:: F: F — Forza C/ntrif. in D. Ma si 

Ct 

' » - 1 1 . ìcessi , 

e trovato x z = c z -f- — - — , e pero x =r e -4- 

— ■[— — SD, e si sa inoltre essere F una frazione 

Ti- 
raolio piccola, come Io è anche 8. Dunque trascu 
rando il prodotto delle due quantità F, e 8, sarà 

F = -+- J— = — . F . Il che era ec* 


CE 


Dim. 2 * GF = c. — . 

P 


v — 18 H ; 

IT 


Poiché DF è la direzione della gravità frimiti 
va y e DG quella della gravità attuale, alterata dalla 
forza centrifuga , che agisce in D parallelamente alla 
linea FG , ne viene in conseguenza dover essere 
DG diagonale d’ un parallelogrammo, i cui lati con- 
tigui sono DP y FG , ed essere in conseguenza 

DG:GF::P:-.F. e quindi GF = SL . DG . Si 
è poi trovato precedentemente la normale DG — 
perciò trascurati i termini conte- 
nenti il prodotto F8 nasce GF = .... 

-5(1 ‘ » — 28 -f- = c. . Il che era ec. 

tP\ rr / P 

Dim. 3.» CF= — — c.-£. 

r V 

CF = CG — GF = — — c. — . Il che era ec. 

T P 

Dim. 4.* Angolo GDF = y- , 

Nel triangolo DGF sta DG a GF come il seno 
dell’angolo DFG al seno dell’angolo FDG , oppu 
re (per la piccolezza dell’ angolo FDG ) come il 

seno di DGE al seno di FDG , cioè P:—.F:: 
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cs f 

s: — — = sen.FDG = all’ archetto, che è misu- 
r P 

ra dell’ angolo FDG . Dunque dividendo quest’ ar. 

chetto pel raggio DG = r — 28 ii— , ed ora- 

mettendo al solito il prodotto SF , sarà l’ angolo 

FDG = — . — . Il che era ec. 
rr P 

238. Dall’espressione dianzi ritrovata del rag- 
gio osculatore dell’ Ellissoide Terrestre per qualun- 
que punto M si può trarre la dimostrazione d’ un 
altro importante Teorema di Maupertuis nell’Opera 
citata, che viene enunziato così: Prendendo G pel 
grado della Sfera E All circoscritta allo Sferoide Ter- 
restre , ed il rapporto di r a g per quella del raggio 
al grado , ed essendo s , c il sino , e coseno del grado 
che si cerca nello Sferoide Terrestre , ed c' il sena 
e coseno del grado prossimo seguente ; la formala. 

gs;S 2csS 2 cV8 . 

G — — esprime la lungbeZ' 

r 3 rr rr 

za del grado del meridiano dell’ Ellissoide Terrestre . 
Eccone la dimostrazione : 

Dim. Per la piccola differenza del meridiano 
ellittico Terrestre dal cerchio dell’equatore, e per 
la poca estensione di un grado del detto meridiano 
relativamente a tutta li circonferenza, si può riguar- 
dare un tal arco di un grado del meridiano terrestre 
come un arco di cerchio , che ha per semidiametro 
il raggio osculatore dell’Ellisse nel punto corrispon- 
dente al grado proposto ; ed essendo gli archi si- 
mili di diversi cerchj in proporzione de’ loro raggi, 
sarà perciò l’arco G d’un grado nella Terra Sferica 
all’arco d’ un grado nella Sferoidale come il raggio 
r dell* equatore al raggio osculatore r — ■ - 28 H- 
2r;8 

— 1 . Dunque la lunghezza del grado dell’ Ellis 


rr 


. Conside- 


soide Terrestre è G — - 


28 G 


yssiG 


r r* 

ro ora G, a motivo della sua piccolezza, a guisa 
d’ un elemento o differenziale dell’ arco circolare di 
raggio r, e di seno s, cosicché chiamando <p un 
tal arco abbiasi G — d tp , ed ssG = d<p sen. <p 2 ; e 

siccome dal Calcolo Integrale si ha sen. tf z = 

Jrr< p — Ir sen. <p cos <p , e differenziando, dtp sen. <p 2 
= ssG = irrdf — ir d. sen. ycos.sp = \rrG — i_rd.se ? 

conseguentemente moltiplicando per si avrà 

- 1 ^-G = — G — sc c j, c S0St ; tu it 0 nc ]i’ 

t 3 zr 2 r z 

X 

espressione. del grado ricercato dà G — — ~G — 
-~ 2 d.sc. Aggiungo, e tolgo da quest’espressione la 
quantità — id.se ; e con ciò ottengo pel valore 

J (V A 

del grado G -+- 2 d.sc — — G — — d.sc . E 

poiché d.sc = d.sen <p x cos. i p = tftp cns. cp _ — 

dm sen. <p’- , zdmsen.m 2 - 2 ss „ 

- 1 — = rdm 1 — — rG — — G; e 

r Y r r 

x x x 

moltiplicando per ■ — 3, nasce — 7 2 d.sc=—G — 

•pyG'# perciò sostituito questo valore iti luogo del 
secondo termine della forinola, che esprime la lun- 
ghezza del grado , essa si cangia in G — -^-G — 

2 X 

- d.sc . E poi noto dalla natura delle quantità dif- 
ferenziali, che d . sc s'c' — sc ; sarà dunque la 
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. i j i j n Gss * . 2cV$ 

lunghezza del grado = G : — 1 , 

° r 3 rr rr 

che é appunto l’espressione di Maupertuis , il quale 

Q 

a — sostituisce nel seconde termine il suo uguale 

— . Il che era ec. 
r 

239. Qualora si abbia la misura di due gradi 
m del meridiano terrestre a diverse latitudini, i 
seni delle quali sieno rispettivamente S, s, e i co- 
seni C, c si può sempre ritrovare il valore dell’ 
ellitticità 5 , il quale dà poscia la grandezza del gra- 
do , e del raggio della Sfera, la figura dell’ Ellissoi- 
de Terrestre, e la lunghezza di tutti i suoi gradi. 
Abbiamo in fatti le due equazioni 


e - — j — — s = 

r r* rr rr 


m 


G—l.-S -+- 


a CS 2 C'S' __ 

5 — — S = 


r rt rr ~ rr 

e sottratta la prima dalla seconda , ne risulta 
g/g ss __ g SS ^ 2CS ___ 2 cs 2c*/ aC f «S'\ 
Kr 'rr r' 7 r rr rr rr rr / 


ss M — w, ed in fine 


M—m 


g ss 


g SS 


2CS 


acs 


2 c s 


xCS' 


r rr r rr rr rr rr rr 

240. Si determina $ in altro modo facendo uso 
della formola del raggio osculatore ; avvegnaché 
ciascun ‘grado del meridiano dell’ Ellissoide Terre- 
stre non è altro che il grado del cerchio osculatore 
dell’ Ellisse per la proposta latitudine . Quindi ab- 
biamo le due analogie 

r:g::r — 2$ -f- 

r:g::r — 2S H- *-—■ $ : M ; 

rr 

& da queste le due equazioni 



2CO 


g-'-T* 


£ ~ f s , 


L i".J = 

r rr 
r rr 

Sottratta la prima dalla seconda , e indi divi. 

• . g f 1 SS arr \ ■ 

dendo per — [ — -L_ I ritrovasi 

r\rr rr J 

i = 


M — ni 

'\ss 


g ( \SS jti \ ’ 

r \ rr ir / 

espressione più comoda e semplice della precedente . 

241. Per ritrovare poi sull’ Ellissoide il luogo 
preciso , dove il grado del meridiano è uguale al 
grado corrispondente del Globo , basta fare 

Ir — — 1- — — — 3 = u, dalla qual equazione 

si deduce immantinente i- 33 Vi =3 sen. 55? di 

latitudine; il che dà a divedere, che il ^. n >® gra- 
do di latitudine è di uguale lunghezza nell’ Ellissoi- 
de della Terra, e nel Globo ad essa circoscritto. 

241. Un celebre Geometra, che ha veduto 
questo mio picciolo scritto, dal valore dianzi tro- 

vato di CT 33 SD 33 x c -4— credeva 

. r 1 

di poter inferire, che conosciuta la misura d’un solo 
grado di longitudine in un parallelo, di cui è data 
la latitudine, si veniva subito in cognizione -dell’ 
eli ittici ta perche chiamata in la misura nota del 

grado di longitudine si ha tosto 1’ equazione 

g' 

p / cssS \ m — — . e 

— ( c - 1 “ — ~ 3 ~ ) — Ut , e quiAdi 5 — _ 

r \ 1 / css ’ 

" r* 

nel qual valore, per li datf del Problema, tutto 
pai e essere determinato . 11 paralogismo consiste 
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nel supporre nota la quantità 2 -.c, nella quale è 

bensì noto il fattore — , che è in qualunque eer. 

» r 

chio il rapporto dell’ arco di un grado al suo rag- 
gio, rea è ignoto l’altro fattore c, perchè sebbene 
c sia il coseno d’ una latitudine data . è però un co- 
seno preso nel supposto, che il seno tutto sia r, 
ovvero il, semidiametro CE dell’equatore, il quale 
non può assumersi coree conosciuto senza supporre 
ciò che è in quistione . Il coseno , che è noto del- 

la data latitudine , è quello che è espresso da — , il 

quale rappresenta il coseno dell’ angolo di latitudine. 

243. Per determinare 1 ’ ellitticità 8 per mezzo 
de’ gradi di longitudine, - bisogna avere la misura 
di due di questi in due differenti latitudini^ avve- 
gnaché nominati questi M, m , e ritenute le prece 
denti denominazioni , si avranno le due equazioni 

• 


1 


+ = M, 

I r r r* 


g -c 

T 


r 

g 

r 


r 

css 


$ === m . 


Moltiplico la seconda per — , e sottraendola dalla 

, . c g cCSS * 

prima raoluplicata per — ottengo — . — fi — 


1 Cca c M 

t" r* 7 ” r 

c \r c 

— . M — ■ — .in 

ì = r 


quindi 


g c.CS$ 

V ~7*~ 


_ £ 

T ’ 


Ccss 
r 4 


. 244; Cfre se in vece di uno de’ due gradi di 

longitudine sarà dato un grado del meridiano nel 


c c 
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luogo, dove esso taglia il parallelo , vale a dire 
sarà dato un grado d’un parallelo, e un altro del 
meridiano, ma entrambi alla stessa latitudine; allora 
chiamato p il grado del parallelo, m quello del me- 
ridiano, ci si offrono le due scguenri equazioni 



g CJll 

V r 3 


I 




< 


Sottraggo la prima dalla seconda moltiplicata per 


C css * 

e ne ricavo — ® 
r r ri 


2<e c R C 

— . -S = —m — fy 

r r r r 


dal che ne viene 


8 =5 


-m — p 


P —MI 

r 


/ CSS £\ 2 £ 

r V r x r ) r ' r 3 


245. Se per ultimo sarà nota 1 ’ estensione del 
grado di un parallelo, e del grado del meridiano, 
ma a differenti latitudini; si trovano (essendo £, C 
il seno e coseno di latitudine pel grado ni del me. 
ridiano ) le due equazioni 

£ CSS Ss 

fv 8 = ^ 


JL.c -+- 


s 


— BLt 


IL 

r 




rr 


Moltiplico la seconda per — , e sottraendola dalla 
prima , nasce 

% ±S 4- i-.ifis - M. £“s -t- 0W«. 

r r r r 3 r r 3 r r 

— L. il» _U.£“s oppure 

r r r r 3 r r 3 r r ’ rr 
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dande si ha in fine 



P — 

S JY3 cCC 
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